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1. Enfrihetsgradssystemet — SDOF

Det enkla massa-fjader-systemet, eller sdof-systemet (single-degree-of-freedom, —enfrihetsgradssytem) 4r ett
grundliggande begrepp inom akustik och mekanik. Med god forstaelse for detta har man ett virdefullt verkeyg for
att analysera resonanta system. Man kan till exempel se en plattas svingningsformer, moder, som sdof-system. I
enkla fall ser man dessa som enskilda system som eventuellt ir kopplade till varandra, mdof-system (multi-degree-

of-freedom, flerfrihetsgradssystem). SDOF-system ar ocksa viktigt for att forstd hur vibrationsisolering fungerar.

F=F‘driv'5in(w't)
M l !

K R

S

Figur 1 SDOF, enkelfribetsgradssystem

Vi ska i detta kapitel hirleda och 16sa ekvationerna for det enkla massa-fjidersystemet, samt introducera vissa

begrepp som vi kommer att behova lingre fram i kursen.

Inledande samband

Innan vi borjar ska vi behandla nagra fa grundldggande samband nir det giller harmoniska funktioner. Vi tinker

oss ett godtyckligt harmoniske tidsforlopp.
u(t)

NANNNAN
VAVAYAY:

Figur 2 Harmoniskt tidsforlopp

s fas

I Figur 2 ser vi tidsforloppet, dir 7 ir periodtid, A 4r amplitud, #(2) dr ndgon variabel, exempelvis férskjutningen

som funktion av tiden, och #; ir en fastid. Matematiskt kan man skriva tidsforloppet som:
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u(t) = Acos(z_lfrt—aj (1)

Fasindringen 4r hir beskriven med en fasvinkel & . En enkel jimforelse mellan fastiden #; och fasvinkeln o ger att

27

o=t e (2)
Om vi istillet for periodtid introducerar frekvens £, enhet 1/s = Hz, 53 att:

f-z 3)
sa kan vi skriva lite lattare:

u(t) = Acos(27ft — ) (4)
Vanligen introducerar man dven en vinkelfrekvens @ = 2nf, ("omega”) med enheten rad/s. Da har vi:

u(t) = Acos(at — ) (5)
Istillet for en cosinusfunktion kan tidstorloppet beskrivas med en sinusfunktion:

u(t) = Acos(at —a) = Asin(at —a + 7/ 2) = Asin(at — ) (6)

dir f ir en ny fasvinkel, forskjuten 90° frin o . Man kan ocksi beskriva tidsforloppet med bide en sinus och en

cosinus:
u(t) = Acos(at —a)= A sin(at )+ A, cos(at) (7)
Nu bérjar vi med det enkla svingningssystemet.

Ekvation i tidsled

Diskreta komponenter

Frin Byggnadsmekanikens avsnitt om dynamik (kap 14 i Introduktion till strukturmekaniken) har vi stdtt pd

sdof-systemets tre olika komponenter, massa, fjader och dimpare.

1. Massa
u,a
F(1)
— M
Figur 3 Massan
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For en stel kropp med massa M giller enligt Newtons roreslelag att F = M-a, dir F idr en pélagd kraft och « ir

stelkroppens acceleration:

d ;‘t’z(t) — ) (®)

at)=

Stelkroppen har samma forskjutning i alla punkter, och om vi tinker oss forskjutningar i endast en dimension kan

den dirfor representeras med en frihetsgrad'. Massan ir sdledes en punktmassa.

2. Fjdder

Al

Figur 4a Fjidern

En deformation A/ av en ideal (linjir och masslos) fjader, med lingden / (i viloldge) och fjiderkonstant K, svarar
mot en kraft 7 = KA/ proportionellt mot fjiderns deformation. D4 vi i detta forsta exempel 4nnu bara har en
frihetsgrad, beldgen vid massan, kan deformationen beskrivas av forskjutningen vid denna frihetsgrad, och diarmed

ar kraften proportionell mot férskjutningen, £ = Ku.

3. Déimpare

Figur 4b. Dimparen

En ideal dimpare, med dimpkonstanten R, svarar mot en kraft ¥ = RAv om den trycks samman eller stricks ut
med en deformationshastighet Av (deformationshastighet relativt viggen). Om vi har en frihetsgrad si giller pa

samma sitt som innan att 7= Ry

! Fribetsgraden representeras av forskjutningen u, vilket skall betecknas som en forskjutning runt en jamviktspunkt (eller arbetspunkt). Vi anvinder

inte beteckningen x eller x1 dd vi behiver denna beteckning som koordinat lingre fram nér vi diskuterar vagutbredning
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a u(t) ©)

v(t) =

Newtons rorelselag

Vi kan nu kombinera de tre elementen till ett massa-fjider system. For att till en bérjan slippa tyngdkraften® later

vi svingande systemet vibrera, eller svinga, horisontellt. Vidare ir systemet paverkat av en ytere drivande kraft Fz).

K snitt Fuy) K

Frildagg M

F(T M —| = F(t) n-——;_|

R FR(I) R
u(t) u(t)
Figur 5 Friliggning av massan
I varje dgonblick maste Newtons rorelselag vara uppfylld, d v s:
(=) FO-Fc®)-Fe () =Ma() (10)

Vi sidtter in uttrycken for fjaderkraften och dampkraften enligt punke 2 och 3 ovan:

F(t) — Ku(t) — Rv(t) = Ma(t) (11)
=

Ma(t) + Rv(t) + Ku(t) = F(t)
o

MUi(t) + Ru(t) + Ku(t) = F(t) (12)

Den sist anvinda formen av uttrycket 4r vanligt forekommande, och ir praktisk dd forskjutningen # dr den

obekanta variabeln.

L6sning

Den allmina 18sning av ekvationen ovan har getts exempelvis i boken Analys i en variabel och bestir av en

homogen losning och en partikuldr 16sning. Den homogena losningen bestir av en exponentiellt avklingande

2 Denna har dock ingen betydelse, som vi kommer att se senare, tyngdkrafien ger en statisk forskjutning som bara flyttar arbetspunkten.
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harmonisk svingning’, medan partikulirldsningen bestir av en harmonisk svingning med samma frekvens som
drivningen, men eventuellt fasfrskjuten till denna. Det finns nagra olika ekvivalenta begrepp for de bida

16sningarna:

Partikulir | Homogen

Tvungen, | Fri

Steady Transient

Tabell 1 Ekvivalenta namn

For tydlighetens skull visar vi hur man tar fram dessa losningar dven hir.
Homogen losning:

M, (t) + Ru, (t) + Ku, (t) =0

(13)
f—
" R . K
0y )+ 0,0+, 0) =0 (14
Vi introducerar nu négra hjilpstorheter:
L (15)
M
LS (16)
27 \M
R

ddr @y dr den odimpade egenfrekvensen (egentligen egenvinkelfrekvensen med enheten rad/s), /o ir den oddmpade
egenfrekvensen (med enheten Hz), 77 ("dta”) dr en dimensionslos dimpkonstant, likasd  ("stigma”) vilket gor ate

vi kan skriva om ekvation 14:
U, (t) + 17U, (1) + g, () =0 (18)
Den karakteristiska ekvationen ¢ill ekvation 18 ges av:

r? +nw,r + @? =0 (19)

3 Man kan som ett exempel tinka sig att man slipper dorrarna i V-husets foajé frin ippet utgingslige. Dérrarna kommer da att svinga fram och
tillbaka nagra ginger tills rorelsen har dott ut.
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717 < 2 medfor att

2
n ; n n ;
I‘:—Ea)oila)o 1—(Ej =—Ea)0ila)d (20)

%/_/
Wy

Hir ar @, den ddmpade resonansfrekvensen. Losningen till den homogena ekvationen ar dé:

Lot it iyt ot .
u,(t)=e 2 (Aie by A )=e 2 (Blsln(aodt)+B2 cos(a)dt)) 21)

dir A;, A2, B; och B; dr konstanter som bestims med hjilp av begynnelsevillkor. Den sista likheten fas med Eulers

formler (se ekvation 30-32).

Partikuldrlésningen, som visar forskjutningen vid paverkan av drivande kraft, skall nu bestimmas. Angreppssittet
4r att ansitta en forskjutning som liknar kraften, berdkna de tvd derivatorna, och sedan sitta in dessa uttryck i
ekvationen och [6sa ut de obekanta koefficienterna. Om den drivande kraften ir en harmonisk kraft med

vinkelfrekvensen @ och F(¢) = Fj,;, cos(wt), s ansitt

u, (t) = D, sin(at) + D, cos(at) (22)
=N

U, (t) = D,wcos(et) — D,msin(at) (23)
U, (t) =—D,’ sin(et) — D,” cos(et) (24)

Insitening i ekvation 12 ger:

M (t) + Ru, (t) + Ku, (t) = Fyy,, cos(cct) (25)
SN
— Mo?(D, sin(at) + D, cos(wt)) + Ra(D, cos(at) — D, sin(wt) ) + (26)

+ K(D,sin(at) + D, cos(at)) = F,,,, cos(at)

Vi ska nu 16sa ut konstanterna D; och D>. Vi har i hogerledet en ensam cosinusterm, medan i vinsterledet har vi
bade sinus- och cosinustermer. Konstanterna maste nu viljas sd att detta gir ihop vid alla tidpunkter. Om vi ser
sinustermerna som en koordinat och cosinustermerna som en annan koordinat, si kan vi tinka oss att foljande

tvidimensionella vektordiagram beskriver problemet.
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sinus

3

D, sin(at) + D, cos(at)

»

/ \A cosinus

= D, sin(awt) — D, cos(ar)

D, cos(wt) — D, sin(at)

Figur 6 Visare

Vi kan nu stilla upp ett ekvationssystem med tva ekvationer (tvd obekanta), en for sinustermerna och en for

cosinustermerna:

{— Mw?D, — RawD, + KD, =0 @)

~Ma?D, + RaD, + KD, =F,,,,

Om man Ioser ut D; och D,, sd har vi partikuldrlésningen

Rw
D, = -F riv
" (K-Mo?f +(Ro)
K-Mo
D, = -F riv (28a)
* (K-Me?f +(Rof

u,(t) = D, sin(a@t) + D, cos(at)
Ekvationer (28a) skulle kunna ocksa skrivas, med hjilp av ekvation (7), som:

u,(t) = Dcos(at —a)

D =,/D? +D? (28b)
a=tan™| — D,
D2

Om man infér a)g = KIM ser man att K = Maw?® =M (a)g - a)z) , vilken forsvinner vid resonans (@w— @y), vilket vi

ska aterkomma till. Den totala l6sningen ges av #(2) = u,(#) + u,(£). Som ett exempel visar vi tidshistorien {6r #,(2),
u,() och u(2) for ete fall (M = 5000 kg, R = 3750 Ns/m, K = 4.44-10°> N/m, F(¢) = F, sin(@t), @ = 11 rad/s och
Fuiv = 5000 N, och begynnelsevillkoren #(0) = 0, 2(0) = 0).
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tid [s]
Figur 7 Homogen, parikuliir och total losning

Efter en viss tid, steady state, har den homogena 16sningen klingat av. D3 idr #(#) = u,(#). I akustiska sammanhang
ar det dérfor oftast #,(z) som ir av intresse. De maskiner som vibrerar och flaktar som gar genererar ofta monotona
ljudbilder dir partikulirlosningen ir dominerande dver den homogena losningen. Det 4r ddrfor vanligt att man
endast betraktar partikulrlosningen av problemet, och s kommer vi att (till strsta delen) gora i fortsittningen.

Men d3i behover vi en bittre metod for att 16sa dessa ekvationer.

D4, responsen av en SDOF system kan beskrivas (om man kombinera ekvationerna (21,28b)) ocksa som:

Fdriv . _
(K] cos(awt — ) (280

E
Uygrar (t) = U, (1) + Uy (1) = +e? t(B1 sin(a,t) + B, cos(w,t))

dir

2 (%) ' (;] (28d)
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Komplex amplitud
Overgé’mg till frekvensled

For att komma vidare behover vi en ny ansats for att fa partikuldrlosningen (i fortsittningen bortser vi alltsd fran

den homogena l6sningen, sa vi skriver inte ut index p). Vi har sedan tidigare att 16sa:
MLi(t) + Ru(t) + Ku(t) = F(t) (29)

cos(at) = Re{F e‘”‘} enligt

Vi kommer att géra en ansats med komplexa tal, och nu har vi kraften® F(t) = F, riv

riv

Eulers ekvationer, som lyder:

e'* = cos(ax) +isin(a) (30)
cos(cx) :%(e‘“ +e"“) 31
sin(a) :%(—e‘“ +e"“) (32)

Till ansats soker vi nu en funktion som liknar kraften. Vi vill di ha realdelen av en funktion som bestir av en

harmonisk term, €', och en amplitud framf6r den harmoniska termen. Denna amplitudfunktion kan generellt
sett vara en funktion av frekvensen (vinkelfrekvensen) och dessutom komplex. Det dr denna nya funktion som vi
kallar komplex amplitud, och betecknar med U(®), dir vigtecknet indikerar att det 4r en ny funktion, vidare 4r

den en funktion av @. Vi gor allesd foljande ansats, och deriverar:

Ansict:

u(t) = Refi(w) -} (33)
-

u(t) = Refioo- T (w) - €| (34)
(i(t) = Re{- 0 - T (w) - €™ | (35)

Insate i ekvation 12 ger detta:

MUi(t) + Ru(t) + Ku(t) = F,,;, cos(et) (36)

# Det bor pipekas att det iven ir mdijligt att vilja imaginirdelen, vilket motsvarare att krafien ér en sinus istillet for en cosinus, eller med andra
ord en fasskillnad pi 90° I akustiken viljer man ofta realdelen eftersom det ofta kinns naturligare att ta realdelen av det komplexa resultatet for
att kunna gora en fysikalisk tollning.
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=
M Re{- 0%l (@) - € |+ RRefioli (0) - |+ K Refi () - }= Re{F,,, - } (37)

Realdelsoperatorn Ref} verkar pa alla termer, och kan dirfor lyfeas ut:

Re{- Ma’i () - + Riaii (0) - € + K (o) - | = Re{F,,, - | (38)
-
~Mel(w)- e + Riakl (w) -€'™ + Kl (w)-e* =F,,,, - (39)

Vidare ingar den harmoniska’® termen €' i alla uttryck och kan dirmed forkortas bort:

~ M@l () + Rial (w) + Kl (w) = F,,,, (40)
=
U(Cl)) — I:driv (41)

(K-M-0*)+R-iw

Om man infér a)é: KIM ser man att K — M@? ZM(a)g —a)z), vilken f6rsvinner vid resonans (@w— @y),

och U (@) blir di mycket stor.

Med hjilp av ansatsen, visentligen€, sa har differentialekvationen av andra ordningen blivit en vanlig
andragradsekvation med avseende pi U(®@). Det losta uttrycket U(w)som vi kan kalla komplex
forskjutningsamplitud eller forskjutningsspektra, innehaller visentligen all systeminformation som man kan
behova. Vigtecknet 6ver den komplexa amplituden indikerar att vi har en ny funktion, och denna ar komplex och
ir inte lingre en funktion av tiden, medan @ betyder att funktionen ir en funktion av vinkelfrekvensen®. Vi kan
ocksé se det som om vi har gjort en sorts transform frdn tidsfunktioner till komplexa frekvensfunktioner. En mer
allmin Overging fran tidsfunktioner till frekvensfunktioner fir man med Fouriertransformen. Med
Fouriertransformen kan man behandla godtyckliga tidsforlopp, inte bara steady-state som vi gor hir. Det visar sig
dock att ndr man vil dividerar bort drivningen, vilket vi strax ska gora, s blir resultatet detsamma. Den enklaste

ansatsen ger alltsa inte bara ett enkelt resultat, utan dven ett helt generellt resultat, oberoende av drivningen.

5 . . . . X ) , iot
5 Med harmoniska funktioner, eller harmoniska forlopp, menas sin(t) och cos(wr), som har fordelen att vara varandras derivata, samt €, som
dr sin egen derivata. Den senare kan ocksd kallas komplext harmonisk. De harmoniska forloppen liter som rena toner. I musikliran har dock

harmonisk en vidare definition
¢ @ = 27f [radls] vinkelfrekvensen, f= 1/T [Hz = 1/5] frekvens, T [5] periodtid, allt giller for drivningen.
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Om vi vill kan vi nu dterga till ddsfunktionen (tidsplanet) med hjdlp av ansatsen:

ua)zRe{ H? . .yﬂ}z
(K-M-0*)+R-iw
Fdriv _ L2 Pl ) L. _
" (K—M -0’ + Ry Re{(K M-o°-R la)) (cos(a)t)+|sm(a)t))}
o (K = M - @?)cos(at) + Rasin(at))

" (K-M-0*)+ (RoY

Denna 18sning 4r densamma som i ekvation 28a.

(42)

Oftast nojer man sig dock med att betrakta systemet i frekvensplanet. Aven om vi har sett att den harmoniska

(transienta) 16sningen inte spelar ndgon roll i det linga loppet, s kan man tycka att vi har gjort en allvarlig

begrinsning av teorin da vi endast ser pa partikuldrlosningen till harmoniska funktioner (sinussvingningar). Sé ér

dock inte fallet. Inom akustiken utnyttjar man ofta det faktum att varje tidsvarierande funktion, med hjilp av

Fouriertransform eller Fourierserier, kan beskrivas som en summa av enkla sinusfunktioner med olika frekvens,

amplitud och fas. Det betyder att en godtycklig palagd kraft /(z) kan ersittas med ett, ofta stort, antal enkla

sinusfunktioner. S4 istillet for att férsoka hitta en ny losning till differentialekvationen (ekvation 12) for varje ny

kraft, sa loser man den, som vi nu har gjort, fér varje harmonisk funktion. Den aktuella kraftens spektrum, vilket

fis med Fouriertransformen, kan sedan liggas till. Detta behandlas ndrmare i omriddet som kallas linjira system.

Komplex rikning

Vi utnyttjade hirvid nigra rikneregler for komplexa tal, och det kan vara pa sin plats att dterge dessa:

Im Im
F 3
Yoo Z=Xx+Iy Z=X+1y
X Re b Re
2 =x-iy

Figur 8 Komplexa tal

¢ Imaginira enheten:

e Komplexa tal:

Z=X+Ily

12
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e Addition:
2,+2, = (x +iy, )+ (%, +iy,) = (% + %) +i(y, +,)
e Multiplikation
2,2, = (% +iyy)- (% +1y,) = (% = ¥2)+i06Y: +%,y,)
e  Komplext konjugat:
7 =x—iy
e Division:

4 — le; — (X1X2 + Y1y2)_i(xzy1 — X1Y2)
Z, 2,7 X +Y;

Amplitud och fasvinkel 4r viktiga begrepp:

Figur 9 Amplitud och fas

e Amplitud (eller absolutbelopp):

A=|z|= X" +Yy?

e  Fas (alltid i radianer!):

a= arctan(lj
X

Ur figur Figur 9 kan man da se atc:

x=Acos(e), Yy=Asin(x)

Med hjilp av Eulers former, ekvation 30-32, och enhetscirkeln s har vi vidare:
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Im
Z=eia
1
\& >
a
R
1 -ia
Z =€
Figur 10 Enhetscirkeln
z=x+iy = Ae" = A(cos(a) +isin(c)) (52)
7,-7, = AAE ") (53)
Z .
1 :ﬁe'(%—az) (54)

Z, A

Overfsringsfunktioner
Vi dtergdr nu dll ate tieta pd resultatet av de komplexa rikningarna, ekvation 41 gav den komplexa

forskjutningsamplituden, vilken beror pé storleken av den pilagda kraften

(1 — I:driv
= KM 0) TR0 o)

Ofta vill man betrakta systemen, i detta fall virt massa-fjider-system, utan att man ser de yttre forhallandena,
sasom i detta fall kraften (vilken kan vara en funktion av frekvensen). Om vi normerar forskjutningen med
avseende pa den drivande kraften, si fir vi ett uttryck som bara beror av systemets storheter M/, R och K, samt

vinkelfrekvensen. Man har dé kvar en komplex kvot

U(w) 1
= = 6
Cdyn(w) Fdriv(a)) (K-M ~a)2) +R-iw ©6)

Vi kan kalla denna kvot for systemets dynamiska vekhet, da en stor kvot (vekhet) ger en stor forskjutning for en

liten kraft. Den omvinda kvoten kan vi kalla dynamisk styvhet

Kgyn (@) = —Fl‘,}rz’g)o) =—M - -@0*+R-iw+K (57)

14
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Allmint brukar man kalla kvoter mellan komplexa amplituder (spektra), i samma punke eller i en annan punke i

ett visst system for verforingsfunktion H(®) om de dr kvoter mellan utsignal och insignal.

H, () = () _ isional (59
y S (w) insignal

Med signal menas i detta fall de bada variabla termerna i ett uteryck, i vare fall 4r kraften insignal medan
forskjutningen 4r utsignal. Ovriga parametrar, massa, fjader och dimpare, tllhor systemet. Signalbegreppet
antyder att de bada variablerna dr mitbara, och att man kan bestimma systemets egenskaper genom att méta dessa
signaler. Den dynamiska styvheten, Ky, dr i detta fall tydligen inte en dverforingsfunktion, dd den 4r en kvot
mellan insignal och utsignal och inte tvirt om. Den dynamiska vekheten, Cg, 4r diremot en idkta

overforingsfunktion.

Det dr ocksd mojligt att definiera andra dverfoéringsfunktioner som utgdr frin massans hastighet eller acceleration.
Detta illustreras i tabell 2 nedan tillsammans med benimningen av respektive overféringsfunktion. Av dessa

kommer framf6rallt impedansen att diskuteras framéver.

Forskjutning # Hastighet » Acceleration «
u(w V(w a(ow
Canl) = £ Y(@)= 22 N(w) = 22
F(e) F (o) F(w)
Dynamisk vekhet Mekanisk admittans Mekanisk accelerans
F(o F(w F(w
Kdyn( )_ ( ) Z( )_ ( ) Mdyn( )_ ( )
U (o) V(o) a(w)
Dynamisk styvhet Mekanisk impedans Dynamisk massa

Tabell 2 Kvoter i frekvensplanet

Har man en 6verforingsfunktion si tar man enkelt fram de 6vriga, t ex genom att anvinda atc V(@) =1@-U(®),

se ekvation 33-35.

Man bér komma ihag att dverforingsfunktioner endast giller for linjara system, det vill siga nir spektrumet ir
oberoende av amplituden. I sidana system overfors siledes en ren ton (sinusfrekvens) oberoende av alla andra
befintliga toner. Detta ir en stor forenkling som inte giller om man arbetar med tidsfunktioner, da stérningar i
olika tidpunkter paverkar varandra. Vidare betyder detta att dverforingsfunktioner experimentellt kan bestimmas
antingen genom att man sakta sveper med kraftens frekvens (sinussvep) eller genom att man sinder in en signal
som innehdller alla sokta frekvenser pa en ging. En sidan signal kallas brus, och om den kvadrerade signalens

amplitud ir konstant for samtliga frekvenser kallas det vitt brus.

Att representera dessa komplexa dynamiska kvoter grafiskt kan man gora pd olika sitt. Det vanligaste alternativet

r att tinka sig uttrycket pa formen C,, = Ae'“, dir A 4r amplituden och a fasen.

dyn
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A=lc, (@) =|0@ |_| 1| 1 (59)
‘ o (w)‘ |Fdriv(a))| |(K_M 'w2)+R'|a)| \/(K—M .a)z +(R(0)2
« =arctan Im{cdy” (a))} = arctan[ij (60)
Re%Cdyn (o) § -M-&*

Vid det odimpade systemets resonans, @, = (KIM)”, har amplituden (nistan) ett maximum och fasen ir 7/2, det

vill siga 90° efter drivningen.

wewoz\/% (61)

A= ‘Cdyn (a)o)‘ = Ri) (62)
0

(63)

NN

o = arctan j—}lm{cdy” (@) =arctan(wo) =
- Re Cdyn ((0) - -

Det 4r vanligt att man anvinder logaritmisk skala pd axlarna. Denna representation som illustreras i Figur 11 kallas
Bode-diagram.
M=1, R=10, K=10°, {,=50.33

107 .
Amplitud [m/N]

107}

10°}

-8 1 PR | M i
10 0 1 2 3

10 10 10 10
frekvens [Hz]

0 [ . ey
Fas [rad]

10° , 10" 10 10°

frekvens [Hz]

Figur 11 Bode-diagram for verforingsfunktionens amplitud och fas
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For frekvenser under resonansfrekvensen (@ < @) si dominerar fjiderstyvheten, amplituden 4r horisontell och
fasen 4r noll. Om vi sedan 6kar frekvensen tills vi nirmar oss resonans (@ = @) sd tar bidragen frin fjadertermen

och masstermen ut varandra och vi fir resonans dar amplituden bestims av ddmpningen. Over resonans (@ > @)

dominerar bidraget frin masstermen, amplituden lutar med konstant lutning i en log-log skala
®> w, (64)

1 1
Copn = =~ (65)
M (K-M-0?)+R-i0 Mo

Iog( le 2): —2log(@) — log(M) — 2log( ) — log( M) (66)

Lutningen 4r siledes -2 dekader” per dekad frekvens. Detta dr ett mycket viktigt praktiskt resultat, som dérfor har
fatt ett eget namn, masslagen. Det betyder att 6ver resonansen kommer forskjutningen minska mycket snabbt med
dkande frekvens, U (@) oc @™ (tecknet oc betyder ”proportionell mot”). Vi kan ocks4 se att det finns en punkt
over resonans dér forskjutningen ér lika stor som den statiska férskjutningen, och 6ver denna punkt kommer

forskjutningen att vara mindre 4n den statiska. Detta faktum utnyttjas vid vibrationsisolering.

Om vi tittar pa fasdiagrammet sa ser vi att fasen 4r noll vid riktigt laga frekvenser, det vill siga forskjutningen har
samma fas som drivningen. Vid resonans ir fasen -n/2, alltsi ligger forskjutningen 90° efter drivningen. Over
resonans nirmar sig fasen -7, vilket betyder att férskjutningen r i motfas mot drivningen, férskjutningen ligger

180° efter drivningen.

Detta forhallande kan lictc kontrolleras experimentellt med en vikt och en gummisnodd. Fist vikten i
gummisnodden, som du fister i ett finger, sd att du fir ett massa-fjader-system. For du handen langsamt upp och
ner, s foljer vikten med handen. Okar du frekvensen tills du kommer till resonansn, dir vibrationen 4r som storst,
sa ligger forskjutningen hos massan 90° efter handen. Okar du frekvensen dnnu mer si kommer handen och

massan att rora sig i motfas.

Resonatorer

I detta avsnitt ska vi titta lite nirmare pa ndgra resonanta system som kan beskrivas med det enkla massa-
fjadersystemet. Vi borjar med att vinda pd massa-fjidersystemet, sd att vi fir med tyngdkraften. Vi ska visa att

detta inte spelar nagon roll.

Tyngdkraften

Vi vinder nu alltsd pd massa-fjidersystemet:

7 En dekad dr detsamma som en tiopotens.
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F(t)

Mg

Umg(t) l M
Umg(t) l, M Frilagg snitt

-
= Fy(t) MFK(”

Figur 12 Stiende resonatorer
Som vanligt maste Newtons rorelselag gilla i varje 6gonblick
() F@)-F —F,+Mg=Ma() 67)
Vi for in uttrycken for fjiderkraften och dampkraften, det vill siga Fi(2) = K u(z) och Fx(2) = R v(2)
MIUi(t) + Ru(t) + Ku(t) = F(t) + Mg (68)

Vi ser att vi har en differentialekvation dir ”drivningen” bestdr av en harmonisk kraft /(#) och en statisk kraft Mg.
Till partikuldrlésningen, vilken ar den vi i forsta hand ér intresserade av, ansitter vi da att forskjutningen bestér av

en harmonisk del och en statisk del, #,(2) = #(#) + u(2), dir den statiska fas av den sittning som massan statiskt

orsakar:
u, =konstant = u,=0 och U, =0 (69)
0+0+Ku,=0+Mg = usz% (70)

Den harmoniska delen fis pd samma sitt genom att bara losa ekvationen for den harmoniska kraften:
MU(t) + Ru(t) + Ku(t) = F(t)+0 (71)

Men di detta precis dr den ekvation som vi har dgnat oss 4t hittills, sa kan vi anse att dess l6sning dr given.
Tyngdkraften ger tydligen en statisk férskjutning som bara flyttar arbetspunkten. Om fjidern ir olinjir i vissa
omriden kan dock vissa arbetspunkter vara att foredra. S& ir dock inte fallet hir, si man kan bortse fran

tyngdkraften i vibrationsberikningar.
Vibrationsisolering

Som ett forsta exempel pa ett enkelt massa-fjadersystem i en applikation ska vi nu titta pa vibrationsisolering. Vi

kan tinka oss att ett industriféretag har bett oss l6sa ett vibrationsproblem som de har. En roterande maskin med
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viss excentricitet stir fastskruvad pa ett styvt bjilklag, vilket orsakar vibrationer i bjilklaget som vidare ger buller
och vibrationsskador. Fabrikéren i friga ber oss, som konsulter, minska problemet. Vad ska vi gora? Vi borjar med
att anta att underlaget 4r ororligt, det vill sdga att maskinen ar fast inspand. Detta 4r en forenkling som i allmdnhet
inte 4r helt giltig, men for tjocka betongbjilklag, 250-300 mm, 4r antagandet oftast rimligt. For ldtta trébjalklag ar

emellertid antagandet tveksamt.

Vi frildgger nu maskinen:

l Fo
M
Friligg [ >\
] .
= F.(1) snitt
[ ="\ | R

Figur 13 Friliggning av maskin innan dtgird

Rérelselagen ger nu, da vi inte har ndgon forskjutning eller acceleration (fliktens ram och hélje antas sta still):
VF®-Fm=0 (72)

Vi ser att den kraft som orsakas av maskinens excentricitet F(#) gar rake ner i bjilklaget, F.(#) = F(#), ddr index u

star for utan vibrationsisolering. Om vi ansitter harmoniska stérningar, F(t) = Re{F (a))-ei'”t} och som innan

bortser fran realdelsoperatorn och den harmoniska termen, som 4r gemensam for alla termer, si kan vi skriva
F(®)=F,(®). Vi tinker oss nu att vi sitter maskinen pd gummiklossar eller stilfjadrar. Vi tinker oss vidare att

dimpning kan ingd i fjaidrarna. Om vi anvinder fyra fjadrar blir den sammanlagda fjiderstyvheten K'= XK.

Detsamma giller for dimpningen.

Figur 14 Friliggning av maskin efter dtgird
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Rérelselagen méste som vanligt rida:

() F@)—F(t) = Fo(t) = Ma(t) (73)

Detta 4r samma ekvation som vi har behandlat tidigare. Vi dr intresserade av partikuldrlosningen, och 18sningen

gavs i ekvation 41. Forskjutningen, beskrivet i frekvensplanet, blev:
~Mao*li(w) + Riol (w) + K (0) = F,,, (0) < (74)

Fd riv (75)

@) = M w) 1R 1w

Men nu 4r vi primirt intresserade av kraften som gir ner i bjilklaget nér vi har lagt till fjidern och dimparen, och
vi vet att kraften mot underlaget kan beskrivas som summan av kraften fran fjidern och kraften fran ddmparen,

Fo(2) = Fx(#) + Fr(2), dir index m stér for med vibrationsisolering. 1 frekvensplanet blir detta:

F_ (o) = F (0) + Fy(0) = Kii(0) + R - iai (w) (76)
=
F.(0) F,(0) K+R-io

- = = - - (77)
Fiv(@ F(0) (K-M-0°)+R-io

Vi har tydligen fitt ett uttryck som ger oss kvoten mellan kraften mot underlaget med vibrationsisolering mot
kraften mot underlaget utan vibrationsisolering. Det viktiga i denna typ av vibrationsisoleringsproblem ir att
amplituden av vibrationen minskar med atgirden. Absolutbeloppet av kvoten ovan brukar benimnas
insittningsdimpning eller insertion loss, medan transmissionstal 7°* eller transmissibility anvinds om det handlar

om kvot mellan drivning och underlag,

I:driv(a))
F, ()

(78)

Att berdkna transmissionstalet och insittningsdimpningen limnas som 6vning. Om transmissionstalet 4r 1 s& har
ingen férandring skett, och om 7" < 1 sé har en forbittring skett, det vill siga en minskning av kraftens amplitud
har skett, medan om 7" > 1 sa kinner underlaget en storre amplitud 4n den ursprungliga, alltsd en férsdmring.
Nedan visas hur transmissionstalet kan se ut. Vi har hir satc forlustfaktorn 17 = R/@y M, dir resonansfrekvensen
som vanligt ir @y = (K/M)". Frekvensen ir sedan normerad mot resonansfrekvensen si att resonans alltid sker vid

olwy = 1.

8 T stdr hir for transmissionstal och inte for periodtid.
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Figur 15 Transmissionstal, normerad frekens och olika virden pa forlustfaktorn, n

Vi kan nu se att 7> 1 vid @/ @y = 1, och vi far tydligen ingen f6rbittring med hjélp av vibrationsisoleringen runt
resonansfrekvensen eller vid ligre frekvenser, @/@y < 1. Diremot fir man alltid en forbittring Sver

resonansfrekvensen. Vidare ser man att ddmparen mest “smetar ut” beteendet, sa att effekten vid resonans inte blir

s stor.

Om vi dtergér till vart ursprungliga problem med fabrikéren sd loser vi det genom att ta reda pa den dominerande
frekvensen i den drivande kraften F(#), vi kan beteckna den med @i, vilken troligen 4r den samma som
rotationsfrekvensen, samt maskinens vikt /. Sedan dimensionerar vi fjaderstyvheten K sa att resonansfrekvensen

for systemet @y = (KIM)"” << @padin. Det giller allesd att ha sd veka fjidrar som méjligt, vilket kan vara svare i
praktiken.
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Viktiga formler — kap 1

Enfrihetsgradssytemet med en massa, fjader och en ddmpare leder till rérelseckvationen

Mi(t) + Ru(t) + Ku(t) = F(t)

Som har en total 18sning som bestar av en homogen och en partiklir del, #(2) = u,(2) + u,(z). Den homogena ar
n, _ _ n,

u,(t)=e 2 M (Aie""dt + A )= e 2™ (B, sin(e,t) + B, cos(a,t))

dir den odimpade resonansfrekvensen, dimpkonstanten och dimpade resonansfrekvensen forts in

K R 7Y
Wy = |— =—=2 Wy = wy,[1-| =
o M n MK ¢ d (| [2}

och partikulirlésningen for en drivande kraft F(t) = F,,;, cos(at) = Re{Fdriveiwl} ar

D - Ro
1~ * Tdriv
. K-Ma) +(Ro)
u, (t) = D, sin(at) + D, cos(et) (K -Mo?f +(Ro)
K-Mw
DZ = . Fdriv

(K =M} +(Ro)

Partikuldrldsningen uttrycke pd komplex form blir

u(t) = Re{(j(a))ei“"}= (K-M F;;ZW) +R- iwei‘”‘

Mg

Tyngdkraften (om nirvarande) skapar en statisk sittning med strickan u, = e

Dynamisk vekhet definieras som kvoten mellan komplex forskjutning och komplex kraft

U(w)
F ()

Cdyn (w) =

Cun kan, som andra éverféringsfunktioner, askadliggoras med ett Bodediagram dar man plottar amplitud och fas

1 Im{C,,. ()} .
A=C, (a,)|=—=—— =arctan il =arctan(co0) ==
Con(v) Ra, “ (Re Copn(@) ()=3
Transmissionstalet 7 4r kvoten mellan drivande kraft och kraft som gér ner i underlaget, T = EM
Fa (@)
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2. Endimensionell vagutbredning

Hir kommer vigekvationen for framfér allt longitudinalvagor att tas fram. Nir vi har fitt fram vagekvationen och
en 16sningsmetodik kommer vi att behandla endimensionella longitudinalvagor i luft. Hir behandlas dven

skjuvvag och bojvag i fasta material.

Hirledning av vigekvationen, longitudinalvag i en sting

Vi dinker oss att vi skir ut en liten del av en sting, friligger denna och stiller upp Newtons rorelseekvation.
Stingbiten har lingden dx. Vidare har vi en utbredd massa per lingdenhet #= pS, dir p ir densiteten och S 4r
tvirsnittsarean. P4 den ena snittytan vid koordinaten x verkar en kraft F(x) och pa den andra snittytan vid x+dx
verkar samma kraft plus en viss forindring av denna, Fx+dx), vilket kan Taylorutvecklas och approximeras med
Flxc+dx) = F+OF|Ox-dx. Forskjutningen av den vénstra snittytan betecknas #(x) medan forskjutningen av den hogra

snittytan da blir #(x+dx), som pa samma sitt approximeras med #(x+dx) = u(x)+0ulOx-dx.

dx

........................

o g—

w) Xy ()l Bedx

!

Figur 16 Friliggning av stingelement

Vi stiller nu upp rorelseckvationen som siger att summan av krafterna ska vara lika med massan ganger

tyngdpunktens acceleration
(=) F—[F+g—idx]=ma (1

Om dx ir mycket litet kan vi vidare approximera forskjutningen av massans tyngdpunke med #(x+dx/2) = u(x).

Alltsa har vi

m = udx 2
G
a=ti= ét—‘j 3)
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Rérelseekvationen kan nu férenklas till

%dx=—,u-dx-u 4)
—

OoF ol

R ?

For att komma vidare behover vi nu ytterligare en ekvation som relaterar krafterna med forskjutningarna. Fran

Byggnadsmekaniken kidnner vi till Hookes lag, som siger att spinningarna o ir proportionella med tojningarnace .
o=Ee (©)

dir £ ir elasticitetsmodulen och tvirkontraktionen forsummats. Vidare ir spinning detsamma som kraft per
ytenhet och tojning detsamma som forskjutning per lingdenhet. Vi maste dock beakta att positiv spanning ar

dragen, medan vi har satt kraften trycke, s vi fir ha negativt tecken pa kraften:

Tojning forhaller sig till forskjutningen som

ou
£=— (8)
OX
Den sokta relationen mellan krafterna och forskjutningarna ar saledes
F--es X ©)
OX

Om vi deriverar ekvation (9) en ging med avseende pa x och stoppar in i ekvation (5), si har vi slutligen

vigekvationen for en longitudinalvég i en sting;

du_, o

ES — = 10
e Mo (10)

o

o'u p %

gu_pou_j 11

ox* E ot? {4

Viagekvationen ir tydligen en andra ordningens partiell differentialekvation. For att losa den behovs ovd

begynnelsevillkor och tva randvillkor. De flesta vagekvationer, si som transversalvigen i en gitarrstring, en
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torsionsvag i en svarv eller elektriska vdgor, har denna form. Bojvégen i en balk har dock ett annat utseende, den ar

av fjirde ordningen.

Ofta anvinder man sig av forskjutningshastigheten v = 0w/0r i stillet for forskjutningen ». 1 sidana fall blir

vagekvationen istéllet

—-£.52=0 (12)

eftersom derivatan 0/0¢ verkar lika pa alla termer. Ekvation (5) och (9) blir i detta fall

oF ov
“@o __ X 13
o u p (13)
ﬁ:—ES-@ (14)
ot OX

vilket ser lite snyggare ut, da relationerna 4r symmetriska (kom ihdg att #= pS). Dessa ekvationer brukar kallas

filtekvationerna. Deriverar vi nu ekvation (13) med avseende pé x och ekvation (14) med avseende pa #, s har vi

O°F o%v

=—qy- 15
e rx 1)
2 2
9F _ gs. OV (16)
ot Otox
och om vi stoppar in den ena i den andra
2 2
oF 4 OF 17
ox° ES ot
~
0°F p O°F
. =0 18
x> E ot (19

sa far vi vdgekvationen igen, men denna ging med kraften F som variabel. Det ir tydligen likgiltigt vilken variabel
man anvinde, och man anvinder limpligen den som limpar sig bist for problemet i fraga. Fér vagor i fasta
material dr det vanligast att anvdnda forskjutning som variabel. De olika variablerna brukar benimnas

faltvariablerna.
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Vagutbredning

Men vad dr dd en vag?

Figur 17 Vigutbredning i en matta.

Vi kan tinka oss tvd personer som skakar en matta, vi kallar dem A och B. Vi tinker oss vidare att B héller sin kant
stilla medan A gér en plotslig rorelse uppat vid sin kant. Resten av mattan vill nu f6lja med i denna rérelse, med
bérjan med de punkter pd mattan som #4r nirmast A. Rorelsen fortsitter sedan att sprida sig med en konstant
hastighet tills den nir B. Om A fortsitter att skaka sin dnde upp och ned, och provar olika takt i skakandet, olika
frekvens, si kommer de finna att om man skakar snabbt si blir "pulsen”, eller viglingden, kort och om man
skakar lingsamt si blir viglingden lang. Men oavsett vilken frekvens de skakar med s& kommer
spridningshastigheten att vara densamma. Med andra ord, hindelsen att "rora sig uppat” sprider sig lings mattan
med en viss hastighet som vi kan kalla ¢, vigutbredningshastighet. Det kinns naturligt att ¢ beror pa mattans vike
och hur hirt A och B drar i mattan, hur stor spinningen ir. Ar massan stor, tung matta, transporteras vigen
lingsamt. Ar spinningen stor gir vigen snabbt. Den initiella forskjutningen kommer att repeteras vid en punkt
beldgen en stricka x frin A, och detta sker efter x/c sekunder, det vill siga den tid det tar for vigen att utbreda sig

strickan x.

Det ir viktigt att inse att ingen massa transporteras av vigen, vad som transporteras dr endast mojligheten «ill

rorelse. Massan i mattan rér sig endast upp och sedan ner igen.

I exemplet med mattan ovan var forskjutningen uppat medan vagutbredningen gir mellan A och B, vilket 4r en

transversalvag,

I exemplet med stdngen var vagutbredningen och forskjutningen riktad dt samma héll, en longitudinalvag. Nedan
visas exempel pa hur harmoniska transversal- och longitudinalvigor kan se ut. I den 6vre figuren ir vaglingden A,
partikelforskjutningen w i y-led samt vighastigheten ¢r markerad. 1 den undre figuren ir vdglingden A

partikelforskjutningen # i x-led samt vighastigheten ¢, markerad.
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Transversalvag
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Figur 18 Exempel pa transversalvig och longitudinalvig.

Hur ska man da beskriva vigutbredningen? Vi atergir till exemplet med longitudinalvagen i en sting. Vi beskrev

hir forskjutningarna i en punkt med #, dér # bade ér en funktion av rummet och tiden.
u=u(x,t) (19)

Om vi nu tittar i en specifik punkt pd stingen, sig x = 0, dér vi driver stingen med en bestimd forskjutning 24, si

har vi dir endast en variabel
u(0,t) = Uy, (t) (20)

Vi har tidigare sagt att vad som karakteriserar en vag ir att rorelsen fortsitter att sprida sig med en konstant
hastighet, som vi kallar ¢. Vid en annan position x =x; pa stingen kommer darfor samma tidshistoria att intriffa

som for drivpositionen, men férsenat pd grund av gangtiden x,/c. Vagformen férindras alltsa inte
u(x,,t) = Uy, (t—x/c) (21)

Helt allmint, for en godtycklig position, har da forskjutningen reducerats till en funktion av en variabel # — x/c. Vi
har dock missat att vigen i allmidnhet kan gi bade framdc, i positiv x-riktning, som bakat, i negativ x-riktning.

Alltsd behover vi lagga till en bakétgiende vag, vilken kan beskrivas med en variabel 7 + x/c¢

u(x,t)=u, (t—-x/c)+u_(t+x/c) (22)
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Ovanstdende funktion kallas d’Alemberts 16sning och dr losningen till vigekvationen pa den mest generella

formen.

Vi har sagt att vdgformen inte dndrar sig beroende pa var och nir vi betrakear den, och att alla delar av vigen ror
sig med samma hastighet. For en given tidshistoria vid x = 0, sd kan man fi vigformen, det vill siga motsvarande
x-beroende vid en given tidpunkt (jamfor med fotografi), genom att dverfora varje forskjutning vid x = 0, tll x-
skalan med hjidlp av hastigheten ¢, se figuren nedan. Funktionerna for forskjutningens #beroende och
forskjutningens x-beroende kommer dé att bli spegelbilder av varandra. Matematiskt kan man se detta som en

konsekvens av att #- och x-termerna i argumentet 7 — x/c har olika tecken.

u(x,t) -/

/_ Vid x=0 /, Vid x=x,
=0 I=t; =t =tz t
u(x,0) '
=0
X
u(Xltl)
=t
XxX= X
U(Xft:")
t=t3
X=X/ X

Figur 19 Tids- och rumsberoende for vig.

Vi har nu forst hirlett vagekvationen och sedan resonerat oss fram till hur 16sningen till denna bor se ut. Genom
att sitta in den antagna l8sningen i ekvationen, sd kan vi se om den stimmer. For enkelhets skull antar vi att vi

endast har en framatgiende vig, for bakitgiende vig giller samma sak. Anta
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u(x,t)=u,(t-x/c)=

2

%:-%u;(t—x/c) : ZT‘jzcizuz(t—x/c) (23)
2

%uzu;(t—x/c) ; gt—gﬂlf(t—X/C)

Hir betyder * derivata med avseende pa hela argumentet, det vill siga 0u#/0 (#—x/c). Insatt i vigekvationen ger detta

Lw-Pu-o (24)

(25)

vilket verkar rimligt, d4 ett tyngre medium ger en laingsammare vig, medan ett styvare medium ger en snabbare
vag.

Harmoniska vigor

Vi har nu visat att funktioner av formen #(#£x/c) 16ser vigekvationen och att vighastigheten ¢ bestims med hjilp
av elasticiteten och densiteten. Ofta dr det dock praktiske att begrinsa sig till harmoniska funktioner eftersom varje
godtycklig funktion kan beskrivas med hjilp av harmoniska funktioner. Vi antar nu atc drivningen ir en

harmonisk funktion

U(0,t) = Uy, (t) = gy, COS(ct) (26)
Om vi vill ha en [6sning till vigekvationen péa denna form behdver vi bara byta ut # mot #tx/e.
u(x,t) =Gy, cos(a(t + x/c)) (27)
Genom att inféra en ny term 4, som vi kallar vagtal, kan skrivsittet férenklas

k=w/c = u(xt)=0U,,, cos(at+kx) (28)

Vigtalet 4 har tydligen samma betydelse for rumsberoende som @ har for tidsberoendet. Vi skriver upp de bada

frekvenstermerna jimte varandra

w=24 = 2F (29)
T

k:ﬁzzl (30)
C A
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Det leder till ett enkelt samband mellan viglingd och frekvens
c=1f1 (31)

Hir 4r T periodtid och A véglingd.

T A

Figur 20. Periodtid T och viglingd A.

Andra véagtyper i fasta material

I exemplet med stingen ovan har vi bortsett frin tvirkontraktionen. Om materialet i stingen ir isotropt med

tvirkontraktionstalet (Poisson’s ratio) v far vi korrigera vigekvationen till

o’u  p@-v?) du _

0 32
ox? E ot? (2

och vaghastigheten blir da istillet

¢ |—E (33)
pL-v?)

Skjuvvagor

P4 samma sitt som med longitudinalvigen ovan kan man stilla upp motsvarande vagekvation for skjuvvigor. Som

innan anvinder man rorelselagen, fast nu i vertikalled w, och skjuvspinning istillet f6r normalspanning,

Vagekvationen blir da
o'w  p O°w
E G4

dir w ir forskjutningen i tvirriktningen’ och G materialets skjuvmodul. Den har samma l&sning som ovan,

? Ofta anvéinder man sig av v for att beskriva transversell forskjutning, men hir sparas den till hastighet i longitudinell riktning.

30



LUND UNIVERSITY Ljud i bygenad och sambhiille
ENGINEERING ACOUSTICS, LTH VTAFOI / VT2 (2017/2018)

w = w(x,t) = Wcos(a(t £ x/c)) (35)

med véghastigheten
c= E (36)
Yol

For isotropa material dr vaghastigheten for transversella skjuvvagor ldgre 4n for longitudinella tryckvagor eftersom

G=_ " (37)
2@1+v)
Béjvagor

Viégekvationen for bojvigor i balkar savil som plattor hirleds med hjilp av elastiska linjens ekvation. Den skiljer

sig fran de ovanstiende genom att den bestar av fjarde rumsderivatan av forskjutningen istillet f6r andraderivatan

som ovan
o'w o*w
Bax4 +IDS?:0 (38)

Dir B ir balkens bojstyvhet, for rektangulire tvirsnitc

3
B:H:E%% (39)

och S dr balkens tvirsnittsarea. I en ling balk 4r vagekvationens (harmoniska) 16sning
W = W(X,t) = Wcos(at £ kX) (40)

vilket 4r samma som for longitudinella vigor. Nir man sitter in losningen i vigekvationen kan man 16sa ut

vaghastigheten'’ ¢rsom

® B Eh?
¢ =2 oo B o BN 8
" @ 4,08 @ 12p 4

Vad man kan observera hir 4r det viktiga resultatet att vighastigheten ir beroende av frekvensen, ju hogre frekvens
desto snabbare gir vagen. Vaghastighetens frekvensberoende kallas dispersion och sambandet ovan kallas

dispersionsrelation. For de tidigare nimnda vigtyperna ir ju vighastigheten samma oavsett frekvens.

10 Nir det giller vighastighet for bojvigor mdste man skilja man mellan fashastighet cr och grupphastighet ¢, Den forra anger hur snabbt

information i vdgen (fasen) fortplantar sig, medan den senare hur energin fortplantar sig. De forhiller sig sd att ¢, = 2cr
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Vidare kan man observera att om frekvensen gir mot oandligheten, vilket ar fysikaliskt méjligt, sd gar hastigheten
ocksd mot odndligheten, vilket inte ir fysikaliske mojligt dd information inte kan firdas snabbare 4n ljuset.
Dessférinnan sitter dock teorin begrinsningar i att antagandena hos balkteorin som ligger till grund for elastiska
linjens ekvation inte lingre giller. Vaglingden, som ska vara betydligt lingre dn balkens tjocklek, minskar med

hogre frekvens.

Supersoniskt omrade

0 2000 2000 6000 8000 10000
] Frekvens [Hz]

Figur 6-28 Fashastigheten for en cirkulidreylindrisk stalbalk med diametern 5 cm. a) Enligt Bernoulli-Eulerteori,
b) enligt Timoshenkoteori. ¢) Fashastigheten fr en kompressionsvig i luft. Den frelovens dir bojvag-
ens fashastighet dr lika med ljudhastigheten i det omgivande mediet kallas koincidensfrekvens.

Figur frin boken Ljud och vibrationer (Bodén m fl.)

Egensvingningar i balkar

Egensvingningar i balkar intriffar om balkens véiglingd (utbdjningsformen) stimmer overens med avstdndet
mellan stoden, se figuren nedan. For en fritc upplagd balk giller att den ligsta egenfrekvensen intriffar om exake
en halv vaglingd ryms pa balkens lingd, L = /2. Da 4r

ot 2

ndd 4
K C A 42

Figur 21. Utbéjningsform for ligsta egenfrekvensen i bijsvingningen.
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Fran de uttrycken kan vi l6sa ut egenfrekvensen for den ligsta egenfrekvensen

2 2
fozl.(”J . [En (43)
2r \ L 12p

Man far alltsd en egenfrekvens for svingning i horisontalled och en for svingning i vertikalled genom att byta ut 4
fran hojd till bredd. Hégre egenfrekvenser, den 7:te, kan man fi genom att multiplicera /5 med 7%, dir n = 2, 3, 4
osv, sd att f, = fo-n*. Mest rorelseenergi finner man dock vid den ligsta egenfrekvensen, si den dr mest intressant att
studera och littast att hitta.

For en konsolbalk ser svingningarna lite annorlunda ut

Figuren ir fran boken Ljud och vibrationer (Bodén m fl.) och visar olika svingningsformer som 4r kopplade till
respektive egenfrekvens. Den viktigaste 4r i regel den lagsta dd den innehéller mest rorelseenergi. Det kan dock
vara viktigt om nagon drivfrekvens skulle sammanfalla med ndgon av egenfrekvenserna.

Den hir typen av svingningar behandlas mera utforligt i kursen Strukturdynamik som ges vid
Byggnadsmekanikavdelningen.

Endimensionell vigutbredning i fluider

De fenomen man framfor allt behandlar i akustiken 4r vagutbredning i fluider, nimligen ljudvagor i luft. Med
fluider menar man medier som inte tar upp skjuvspanningar, det vill siga gaser och vitskor. Saledes giller de
ekvationer som vi kommer att ta fram hir bade for ljudutbredning i luft och i vatten. For att hitta vigekvationen
skir vi ut en infinitesimal strimla av fluiden, friligger denna, stiller upp rorelseekvationen och ser vad som hinder.
Fluidelementet har lingden dx. Vidare har vi en massa per volymsenhet, det vill siga densitet p. P4 den ena
snittytan verkar ett tryck p(x)=F/S och pd den andra verkar samma tryck plus en viss forindring av denna,

ploc+dx)=p(x)+Opl Ox-dlx.

Forskjutningen av den vinstra snittytan betecknas med vibrationshastigheten v ganger ete litet tidstillskote 7, sd
u=vdt, medan forskjutningen av den hogra snittytan betecknas (v+0v/Ox-dx)dt. Det bor hir pdpekas atc med
vibrationshastighet s menar vi den del av fluidens hastighet som fluktuerar, vi tar alltsd inte med det konstanta

flodet fran exempelvis vind, fliktar eller stcrommande vatten.
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~
S
~
S
=
=

..

x vdt x+dx  (v+0v/0x-dx)dt

Figur 22. Fluidelement med tjockleken dx.

Vi stiller upp rérelseekvationen for fluidelementet

) F_[F+ﬁdxj=ma (44)
OX

Vi anvinder tryck istillet for kraft (p=F7S), sa:

pS—(pS +%dx szma (45)

Om dx dr mycket litet sa kan vi anta att massans forskjutning kan beskrivas enbart med # eller v dr:

m= pS - dx (46)
ov

- 47

a A (47)

Rérelseekvationen kan nu forenklas till

0 ov
PD__,N (48)
OX ot

For att komma vidare behover vi nu ytterligare en ekvation som kan relatera krafterna med forskjutningarna. I
fallet med en stdng anvinde vi Hookes lag. Nir det giller fluider, eller &tminstone om vi begrinsar oss till gaser, sd
far vi anvinda den allminna tillstandslagen for gaser. I fallet med vitskor kan man hitta motsvarande samband,

som vi dock inte tar upp hir. Vi borjar dock med att beskriva forindringen i vibrationshastigheten i relation till

téjningen:
=M o O8O (49)
OX ot oX
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I Hookes lag har spanningen s och tojningen & samma tecken. Detta beror pa att dragning 4r positiv spinning

medan tryck dr negativ. Motsvarigheten till Hookes lag i luft maste darfor ha negativt tecken. Vi kan da skriva:
p=-D¢ (50)

dir D 4r bulkmodulen (eller volymstyvheten). Vad vi nu behdver dr ett uttryck for denna. Frin fysikkursens

avsnitt om gasfysik kinner vi till att allminna gaslagen vid adiabatisk'' kompression kan skrivas som

PV 7 = konstant (51)

ddr P ir wryck, Vir volym och y idr kvoten mellan virmekapaciteterna y =C,/C,. For tvaatomiga gaser, som luft,
ir ¥ =1.4. Vi anvinder hir stor bokstav for trycket P. Detta beror pd att det hir handlar om det totala trycket, som

ir uppbyggt avett konstant atmosfarstryck P samt ett vibrationstillskott p(z) som vi ar intresserade av, P=Po+p(2).
Vi logaritmerar och deriverar nu gaslagen {or att fa ett anvindbart uteryck.
In(PV7”) =In(konstant) = In(P)+ » In(V) = In(konstant)

%(In(P) +yIn(V))= %(In(konstant)) - apg Xy 6\<//8t 0 62

Tidsdifferentialen 4r finns i alla led och kan dirfor forkortas bort. Vidare kan vi approximera de bada andra
differentialerna 4P och 4V med differenser

8P/8t+78V/6t=O A_P+}/ﬂ=0 (53)

=
P V P V

Man kan nu se att AP = P(z) — P(0) = p(#) och att & =AV/V. Siledes har vi

% +ye(t)=0 (54)

Som en sista approximation antar vi att man fér smé tryckforindringar kan ersitta det totala trycket P i nimnaren

med det konstanta atmosfarstrycket P

% +ye(t) =0 (55)

0

Vi flyttar om sé att vi kan identifiera bulkmodulen

p(t) =—1Re(t) =D=)% (56)

! En adiabatisk tillstindsforindring betyder, som ni vet frin fysikkursen, att processen sker utan virmetransport eller virmeforluster, det vill siga

forlustfritt i vért fall. Da man vill ta hinsyn till forluster, som i absorbenter, tinker man sig istillet isoterma tillstandsindringar, PV=konstant.
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Om vi kombinerar ekvation (49) med tidsderivatan av ekvation (56) s fir vi den andra filtekvationen

ap(t)

- _},po (57)

Om vi stoppar in ekvation (57) i (48), s har vi slutligen vagekvationen f6r en longitudinalvdg i luft (i en vitskevag

fir vi anvinda en annan bulkmodul D):

w__w| Fe__ o
x ot axz " otox o’p  p O°p

o ol Toop o T o mar oY
_:_7Po_ p _7P °

ot ox 0axat

Som innan kan vi skriva vagekvationen for den filtvariabel som vi vill anvinda i varje specifikt fall. Dessa skriver vi

dock inte ut denna gang. Ur ekvation (58) kan vi vidare identifiera vighastigheten:

o’p 1 0%°p
o o D
o % (59)

For luft kan vi nu litt berikna vighastigheten. Luftens densitet ir p=1.18 kg/m’ vid 22°C och normalt
atmosfirstryck som dr Ps=1.013-10° Pa. Konstanten ¥ som relaterar virmekapaciteterna for konstant tryck och

konstant volym, dr y =1.4 for tviatomiga gaser som luft. Siledes ir ljudutbredningshastigheten for luft:

5
- (PR a4t (60)

Luftens densitet ar dock beroende av temperaturen, si om man vill vara noggrann fir man modifiera formeln for

ljudhastigheten:

7y (1+ T j=33l.4-(1+ T j (61)
o(T=0)"" 2.273 2.273

ddr 7 denna ging dr temperaturen i grader Celsius. Vanligvis raknar man dock med ¢ = 340 m/s, vilket motsvarar

18-19°C. Om vi har en allmin fluid far vi istillet anvinda bulkmodulen

- F )
yo,
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For sétvatten vid 20°C ir bulkmodulen D = 2.18:10° Pa. Som tidigare kan man anvinda andra filtvariabler in
trycket i vigekvationen, till exempel partikelhastigheten'? ». Vanligen beskriver man ljudet med trycket p(x,7), men

partikelhastigheten anvinds ocksa vilket vi snart ska se.
Harmonisk 16sning till vigekvationen i luft
En harmonisk l6sning till vigekvationen i luft uttrycke i tryck ér
p(x,t) = P, cos(at —kx) (63)
for en vag som fortskrider i positiv x-riktning, eller uttrycke i komplex form
p(x,t) = p, el (64

Om man vill ta reda pa vad partikelhastigheten ar kan man anvinda rorelseekvationen

@»_ —p@ = V= —J'E@dt = —1.[— ik - p,e" ™ dt = Ki p,e'™ = S p,e'™ (65)
OX ot L OX Yol plw Jo.8

Detta ir ett viktigt resultat och konstanterna framfér uttrycket brukar fa en egen beteckning. Vi definierar darfor
den specifika akustiska impedansen Z, eller vigimpedansen, som kvoten mellan det komplexa trycket och den

komplexa hastigheten i den framatskridande vigen:

(66)

N
1l
<o

Impedansen ir i allminhet en komplex storhet och innehaller alltsa bade amplitud och fas. For en endimensionell

vig som firdas i positiv x-riktning blir Z = Z, en reell storhet

z =P_ x (67)

z =P (68)

Impedans kan beskrivas som ett motstind till rorelse, en hég impedans i mediet innebar att det krivs ett hoge

tryck for atct astadkomma en viss partikelhastighet. Mekanikens motsvarighet till impedansen ar styvhet, alltsa kraft

2 Var observant pad att partikelhastigheten v(x,t) = Ou(x,t)/Ck skiljer sig frin vighastigheten c. Den forra ir hastigheten i varje 6gonblick for

fluidelementet eller partikeln som befinner sig vid x och den senare ir hastigheten med vilken vdgrirelsen utbreder sig.
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genom forskjutning eller motstdind mot deformation. Vi kan ocksd se det som en overféringsfunktion som

diskuterades i avsnittet om SDOF.

Vid ljudévergingar mellan olika medier 4r det forhéllandet mellan mediernas impedanser som avgdr hur mycket
av ljudenergin som transmitteras in i det nya mediet och hur mycket som reflekteras. Vid 20°C och normalt
lufttryck (och inget annat anges) brukar man rikna med impedansen for luft Z,; = 415 Pa-s/m och for sétvatten
Zitvaren = 1.48-10° Pa-s/m.

For fasta material brukar man istéllet anvinda sig av mekanisk vigimpedans, som definieras

s_F (69)
v
Ljudtrycksniva

Vid praktiska indamal ir det osmidigt att anvinda tryckamplituden P som mitt pa ljudstyrkan. Det ir vanlige

inom signalomradet anvinda effektivvirdet for tryckfunktionen istillet,

1T
p=\7 ] Pt (70)
0

Dir P kallas effektivvirde eller rms-virde (root-mean-square — roten ur tidsmedelvirdet av trycket i kvadrar). For

en periodisk signal, vilket vi kan utga ifran i akustiska ssmmanhang, s3 giller atc P = / V2 . Tnte heller detea ir s
praktiskt smidigt eftersom ljudtrycket har sa stor spinnvidd. Dirfor inforde man tidigt mattet ljuderycksniva som

definieras som

p’ p ] -
L, =10Iog( : J=20log[—J dar p,, =2-10°Pa (71)

ref ref

L star for ljudniva och index p indikerar att det ar ljudsrycksnivan, dll skillnad fran andra som visas senare. I regel
siger man lite kortare ljudnivd och da ir det underforstace ace det ar ljuderycksnivin som avses da denna ir

vanligast anvind. Enheten for ljudniva ar decibel, dB.

Ljudintensitet och ljudeffekt

Ljudintensiteten definieras som ljudenergi per tidsenhet som passerar genom en areaenhet vinkelrit mot

utbredningsrikeningen. Fran grundkursen i mekanik far vi uttrycket for effeke i varje 6gonblick som

T(t) = F (1) -v(t) (72)
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dar T1(2) dr ljudeffekten i W, F(#) dr kraften som verkar pd areaenheten och v(z) idr partikelhastigheten.

Ljudintensitet 4r allesd effekt per areaenhet

T1(t)

dIt
1(t)=— I(t) =—2
(t) 5 = (t) 5 (73)

om energin ir jamnt fordelad 6ver ytan S. Vi kan skriva den momentana ljudintensiteten som
I(t) = p(t)-v(t) (74)

Precis som med tryck och hastighet 4r det mer anvindbart med tidsmedelvirdet av ljudintensiteten

r:Tl o(t) - v(t)dt 75)

Ot —

Tidsmedelvirdet av effekten (om energin 4r jamnt fordelad 6ver S) ér

=2 p(t)-v(t)dt (76)

O ey =

S
=

Om vi begrinsar oss till en endimensionell vagrorelse som firdas i positiv x-riktning sa kan vi skriva trycket och

partikelhastigheten pa komplex form enligt

i (ct—kx)

p(x.t) = pe (77)
och v(x,t) = Vel = P gitet-ko (78)
D4 blir tidsmedelvirdet av intensiteten i en aktuell punkt

l'—i} p(t)-v(t)dt—i-i]. p(t)?dt S p? 79)

T ;T o
dir P ir tryckets effektivvirde. Man definierar ocksa ljudintensitetsnivé (precis som Z,) enligt

L, =1O|Og£I—J dar I, =107*W/m? (80)

ref

Dir | ir absolutbeloppet av ljudintensitetsnivins tidsmedelvirde. 7. ir referensstorheten for ljudintensitet. Det

gar dven att pi motsvarande sitt definiera ljudeffektsnivin som

IT

L, =10Iog£ J dar 1, =10%W (81)

ref
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Viktiga formler — kap 2
Rérelseekvationen i fluider och fasta medier 4r

p_

x Pa
Vidare galler for fluider sambandet mellan tryck och partikelhastighet

8p__ @
ot 7P°ax

For fasta medier har vi motsvarande samband mellan kraft och f6rskjutning

Fo—gsM
OX

Vigekvationen for longitudinella vigor i en dimension uttrycke i ljudtryck 4r

dir € = /P, / p ir utbredningshastigheten for tryckvagen i luft, y = 1.4 och Py r atmosfirstryck. I fasta medier 4r

utbredningshastigheten for longitudinella vagor C =/ E/ p . Aven partikelforskjutning, partikelhastighet, tojning

eller kraft kan anvindas istillet for tryck som filtvariabel i vigekvationen.

Den allminna lésningen till vgekvationen ar

p(x,t)=p,(t—x/c)+ p_(t+x/c)
Den harmoniska l6sningen pd vigekvationen pa komplex form (for fysikalisk tolkning, ta realdelen av resultatet) ar
(ot +ko)

p(x,t)=p, e ™ +p e

dir P, och p_ dr tryckamplituderna for vigorna som utbreder sig i positiv respektive negativ riktning. @ ir

vinkelfrekvensen och K = 277/ A = @/C ir vagtalet. Det ger
c=f1

Specifik akustisk impedans definieras som

z

P
v
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For en framatskridande vdg i luft (1D utbredning i positiv x-riktning) blir den specifika akustiska impedansen

For skjuvvdgor kan man uttrycka vigekvationen med den transversella forskjutningen w

2 2
a_vzv_ﬁ.a_\gl:()dﬁrc: E
ox- G ot P

For bojvagor i balkar och plattor blir vigekvationen i en dimension

o*'w o*w
B + =0
ox* P ot?
3

dir B=E ET) for rektangulidre tvirsnitt och utbredningshastigheten (fasens)

c%\%%

Ljudenergi IT respektive ljudintensitet 7 ar

TI(t) = F(t) - v(t)
o b= 10=pOE
I(t)=——+"
S
Utifran ljuderycket definieras ljudnivin som
B2
L, =10log| - dar p,,, =2-10°Pa

ref

Ljudeffektnivd och ljudintensitetsniva beriknas utifrin respektive tidsmedelvirde enligt

L, =10log il och L, =10log 1
1_Iref Iref

dir IT,r= 10"* W och Z,r= 10" W/m? Tidsmedelvirdena ir

p(t) - v(t)dt

— ST _
Hz?.!p(t)-v(t)dt ==

O ey, —

For en vig som fortplantar sig i positiv x-rikening giller act I = p®/pcC.
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3. Reflektion och transmission

Tidigare har vi behandlat vigutbredning i homogena medier utan att gd nirmare in pa vad som sker i vergangen
fran ett medium till ett annat, eller vad som sker vid rinderna. Detta ska vi nirmare gd in pa hir. Vi kan till
exempel tinka oss en stdng av stdl som Svergdr i brons, eller en sting som ar fri i ena dnden och fast inspind i den

andra. Vi kan ocksd tinka oss en ljudvag i luft som faller in mot en betongvigg eller vattenyta.
Reflektion vid rand

Vi bérjar med att helt allmint fundera éver vad som kommer att ske nir en vig nér fram till en ideal rand. Vi
tinker oss en vig i form av en puls av godtycklig form och att forskjutningen som végen orsakar kan beskrivas med
en hastighetsfunktion »(x,z), som i bilden nedan (z=z,). Innan vigpulsen har nétt fram till randen s kan vagen
beskrivas enbart med en framatskridande vagfunktion v(x,7)=v.(r—x/c). Vagpulsen fortsitter sedan framdt och nar
fram till en hard rand (¢ = ). Med en hérd rand menas hir en stel vigg av ett material som har mycket storre

impedans 4n luften och dirfor reflekterar all ljudenergi.

Vid en 6vergang mellan tva medier maste vissa randvillkor vara uppfyllda. Det 4r randvillkor i tryck (eller kraft)
och det 4r randvillkor i hastighet (eller forskjutning). Genom att titta pa en infinitesimalt smal bit med randen i
mitten kan man se att trycket (eller kraften) pa bida sidorna om randen mdste vara lika och att hastigheten (eller
forskjutningen) i de bdda medierna pa bada sidor om och intill randen maste vara lika. Vi kallar det kontinuitet i

tryck och hastighet. Detta maste gilla vid alla 6gonblick. Vi uttrycker det som
p(x=0_,t)=p(x=0,,t) (1)
och v(x=0_,t)=v(x=0,,t) (2)

ddr x = 0. innebir precis vid randen i det vinstra mediet och x = 0, innebdr precis vid randen fast pa den hogra
sidan. I fallet ddr det ena mediet ér en stel yta vet vi att den ir ororlig, det vill siga v(x=0,7) = 0. For en ljudvdg som
faller in mot en stel vigg giller alltsd acc partikelhastigheten precis intill viggen maste vara noll vid samtliga

ogonblick.

v(t —x/c)

l/_ 1=t /l\ 1=t

Figur 23. Reflektion vid hdrd rand.
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For att fa detta randvillkor att ga ihop sd maste vi ldgga till en bakatgiende vag med negativt tecken som ar lika
stor som den framdtgiende vagen, v( + x/c) = v.(t + x/c). Den bakdtgiende vagen 4r da den reflekterade vigen.

Hela hastighetsfiltet kan alltsd beskrivas som
v(x,t) =V, (t—x/c)+V_(t+x/c) (3)

Om nu hastighetsrandvillkoret ska vara uppfyllt maste hastigheten vara noll vid randen, alltsd

v(O,t) =V, (t)+V_(t)=0 (4)
-

v (t)=-v, (t) (5)
sd att

v(x,t) =V, (t—x/c)—v, (t+x/c) (6)

Om vi utgdr fran en harmonisk vigfunktion som vi uttrycker pa komplex form med den framatskridande och den

bakitskridande termen

i (at—kx)

v(x,t) =V.e —\, e %)

Genom att bryta ut amplituden och tidsdelen av den harmoniska svingningsrérelsen kan vi skriva detta som
v(x,1) :\7+(e’“<X —e”‘x)-e‘“‘ (8)

Med Eulers former kan denna relation skrivas om som

v(x,t) = -2V, sin(kx)-e'* =27, sin(kx)- '~ 9)

Det intressanta ir att vi har ett vigmonster som ir en funktion av liget. Vid de positioner dir sinusfunktionen ér 1
eller =1 kommer rorelsen att vara stor medan i de positioner dir sinusfunktionen r 0 sa kommer inget att réra sig,
Vi har en stiende vag, till skillnad fran en fortskridande vag. Vid en pir eller skarp brygga reflekteras de infallande

vigorna mycket vil, och ett stdende vaigmonster uppkommer.

Nir man har mer 4n en rand (i ett endimensionellt fall) kan det stdende vigmonstret passa extra bra med rinderna

och man fir resonans, vilket vi strax dterkommer ill.

For att ta reda pa var hastigheten dr maximal och var den 4r noll s léser vi ekvationen
sinkx)=0  (x<0) (10)

vilket har 16sningen
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kKx=-nrx (11)
_ M:_znff __n (12)
k ﬂi 2

dirn =0, 1, 2, ... osv. Minustecknet kommer av att vi befinner oss tll vinster om viggen, alltsd x < 0.

Som vintat, och som randvillkoret foreskriver, 4r partikelhastigheten alltid noll vid x=0, men ocksa vid ett jimnt
antal halva viglingder ut frin randen. En punkt dir svingningen alltd 4r noll kallas nod. Mitt emellan

hastighetsnoderna, dir sinusfunktionen 4r maximal, 4r svingningen maximal, vilket kallas buk. Dessa ligger vid

__A_n (13)

Hastighetsbukar L2,

iy~ -1

a) Hastighetsnoder xg =—A/4 “x
Figur 24. Hastighetsnoder och bukar
L <o o ett viktigt resultat som vi kommer att se senare. Det visar sig att om vi ska forsoka absorbera ljudvigen

som kommer in mot en hard vigg med en absorbent, till exempel en mineralullsplatta, s ska vi forsoka placera
den i en hastighetsbuk, dir mest rorelseenergi kan &verforas till absorbenten, alltsd A /4 ut frin viggen. I en

hastighetsnod kommer ingen rorelseenergi att dverforas. Mer om detta i kapitlet om rumsakustik.

Vad innebir dé detta for trycket? Med hjilp av impedansen i bada riktingarna kan vi skriva tryckfunktionen som

Voo v v o/ . N
p(x,1) _ Vs gilatko _ +ﬂ:e|(a)t+kx) :E+<elkx +e|kx)_e|an (14)

som ocksa den kan skrivas om med Fulers ekvationer

p(x,t) =— (e‘”‘X +e”<x)-e“"t =2p, cos(kx)-e'* (15)

p’|<>
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och speciellt vid randen, ddr cosinustermen blir 1
p(0,t)=2p.e'" (16)

Vid randen har allesd tryckfunktionen ett maximum, en tryckbuk, dir amplituden ar dubbelt sd stor som for den

infallande vagen. Trycknoder hittar vi nir vi loser ekvationen

cos(kx)=0  (x<0) (17)

kx=-2—nz (18)
2

=

X:_ﬂ_””:_ﬂ_”ﬂ:_(lm]i (19)
2k k 4 2 2 2

dir n = 0, 1, 2, ... osv. Maximum, tryckbukar, hittar vi diremellan vid x = =4 /2, =1, -3 1 /2 osv. Vi kan ocksa

observera i figuren att randvillkoret for ljudtrycket vid en hird rand 4r

Py (20)
Xlyo

Det lises “rumsderivatan for tryckfunktionen, insatt x = 0, dr noll”. Alltsa, lutningen for tryckamplituden i
Figur 25 4r noll vid den hédrda ytan. Det kan ocksd visas med hastighetsrandvillkoren och rérelselagen. Detta har
en mycket viktig praktisk konsekvens vid mitning av ljudniva i nirheten av harda ytor. Om man har en infallande
vag dir man ska mita ljudnivd med en mikrofon (som miter ljudtrycket) som faller in mot en hérd yta, till
exempel en husvigg, s& kommer mitresultatet att bero pa hur lingt fran ytan man miter. Sitter man mikrofonen
intill ytan midter man en tryckamplitud som r dubbelt sa stor som endast den infallande vigens (det senare kallas

frifilesvirde). Man kan se det som att den infallande vagen interfererar konstruktivt med den reflekterade.

px.1)
) VT_rycl‘(buqu ) 2p,
wt =0 = —_— 4
e ~ 05
wt = 72 , 0 — —
_)‘ o f \. %
wt=2m3 7 LN\ T .05
ot =1 \ L Lo
b) Trycknoder " xg=-A4 ..\'

Figur 25. Trycknoder och bukar.
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Tva hirda randytor

Nu ska vi undersdka vad som hinder om vi stéller tva hirda ytor mitt emot varandra, en vid x = 0 och en vid x =

L. Fortfarande begrinsar vi oss till endimensionell vagutbredning. Vi stéller ater upp vigekvationen med tryck som

falevariabel
o’p 1%
x: c? ot =0 )

Vi ansitter en losning bestdende av en harmonisk tidsberoende faktor och en ligesberoende faktor pa den mest

generella formen
p(x,t) = p(x)-e** (22)
Sétter vi in denna ansats i vigekvationen far vi

0 p(x) o’ it

o e‘”‘+c—2p(x)e =0 (23)

f—
2

a p(zx)+k2p(x):0 (24)
OX

Detta kallas Helmholtz ekvation i en dimension och ir en ordinir andra ordningens differentialekvation. Detta
gor problemet enklare att arbeta med, och ofta anvinds denna ekvation direkt. Differentialekvationen har den

allminna 18sningen
p(x) = Asin(kx) + B cos(kx) (25)

Vi sitter nu in f6r de givna randvillkoren att rumsderivatan for tryckfunktionen ska vara noll vid vidnstra randen

Py (26)

OX|yo

-

Pl _ cos(kx) — Bk sin(kx)|_, = Ak cos(0) — Bksin(0) = Ak =0 (27)
x=0

=A=0

och dirfér blir p(X) = B cos(kX) . Rumsderivatan ska vara noll ocksa vid den andra randen
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op . .
i Bksin(kx)| , =Bksin(kL)=0 (28)

x=L

vilket innebir att

sin(kL) =0 (29)
=
kl=nr = k="F = ;-2 2t 2L (30)
L K, nzr n

dirn =1, 2, 3, ... Det vi har riknat ut ir alltsd de £, respektive A, f6r vilken vagekvationen har en l6sning som 4r
skild fran noll. Dessa £, och A, svarar mot egenfrekvenserna
f =000 (31)

A, 2L

Detta innebir alltsd att vi har resonans vid dessa frekvenser, i, /2, /5 osv. Precis som for sdof-systemet sd innebir
resonans hir att om vi sinder ut ljud i rummet med en drivirekvens som #r lika med nigon av rummets
resonansfrekvens sa kommer systemet — rummet — att forstirka den signalen. Det kan man enkelt undersoka sjilv
genom att sjunga med olika toner i ett kaklat badrum. Vissa toner kommer att ljuda mycket hogre och tydligare 4n

andra. Ndr man prickar en sidan ton har man hittat en resonansfrekvens, eller egenfrekvens.

For varje egenfrekvens hér en form pd amplitudkurvan som ir ligesdelen av 18sningen pd végekvationen for

respektive f,. Den kan vi uttrycka som
Nz
p(x)=B cos[T xj (32)
ddr B ir den konstanta amplituden. Den fullséindiga tryckfunktionen ar allesd
p(xt) = Bcos[nTﬂ xj-e‘z’ant (33)

dir vi lagt till den harmoniska delen med @ = 24f, . I figuren nedan ser vi de tre forsta egenmoderna som svarar

mot de tre ligsta egenfrekvenserna. Viglingden for den ldgsta egenfrekvensen blir A4 = 2L.
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P(x.0)
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Figur 26. Egenmoder, eller svingningsformer, for tryck vid egensviingning.

Vi kan se motsvarande modformer for hastighetsfunktionen, fast forskjuten si ate den alltid 4r noll vid rinderna.

Hastighetsmoderna ar likadana som egensvingningarna i en string.

wxt) |4 buk s >

vi ; /”l \\\\ /

A / AN -

A / AN

] 1’10(.!,’ '\‘ s

({ I/ \\ /

7 R / e

7 / L~

g 4

A -

A g
—.‘lC": 0 B r=]

Sex hérda randytor

Figur 27. Egenmoder for hastigheten vid egensviingning.

]

Om vi 6ser samma problem i tre dimensioner, i ett rum med skokartongsform och dimensionerna Z, B och H,

kommer egenfrekvenserna att bli

c

n

n

n

xoy stz

2

I

n

L

X

J

n

B

y

n

jl(

H

Z

]

(34)

Hir kan n,, 7, och n, anta alla heltalsvirden. Nu ir modformerna inte bara endimensionella i nigon av
riktningarna (endast ett 7 # 0) utan vigorna kan dven utbreda sig diagonalt i ndgot plan (tva st 7 # 0) eller utefter

rymddiagonalen (samtliga tre 7 # 0).
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R

R

R

R

o /5

Figur 28. Vigutbredning for diagonal svingningsform.

Egenfrekvenserna upptrider glest i bérjan, vid de liga frekvenserna, men blir titare och titare ju hogre upp i
frekvens man kommer. Det innebir att ju ldgre i frekvens man tittar, desto mera kommer ljudnivén att variera for
olika positioner i rummet beroende pd om man hittar en nod eller en buk. For hogre frekvenser dr det titare

mellan egenfrekvenserna, bade i frekvens och i fysiskt avstind och ljudfiltet kan anses som mera slumpmassigt.

Egensvingningar i balkar och plattor behandlas i ett eget avsnitt senare.
Reflektions- och transmissionsfaktorer

Ovan har vi utgdtt frin stela viggar som reflekeerar allt inkommande ljud. Men i praktiken kommer alltid en viss
andel av ljudtrycket och ljudintensiteten att transmitteras genom viggen. Hur mycket som transmitteras avgors av

forhdllandet i impedans mellan de bidda medierna, som vi snart ska se.

Nir en ljudvag triffar en skiljeyta mellan tva medier, t ex luft och vatten, kommer en del av den infallande vigens
effekt att reflekteras och en del att transmitteras. I Figur 29 betraktar vi skiljeytan mellan ett medium med

vagimpedansen Z; = pj¢; och ett medium med vagimpedansen Z> = paco.

Medium 1
Z,= P

]J,: (x’ f) - E‘}fef(flﬂ‘—k]l'}

>

Figur 29. Infallande vig mot skiljeyta mellan tvé olika media.
49



LUND UNIVERSITY Ljud i byggnad och sambiille
ENGINEERING ACOUSTICS, LTH VTAFOI / VT2 (2017/2018)

I medium 1 har vi en plan vig

P (x,t) = p,e (35)

som faller in vinkelritt mot en plan skiljeyta vid x = 0 (index 7 stir for infallande) och en reflekterad vag (index 7)
P, (x,t) = p e (36)
Totalt ljudtryck i medium 1 édr allesd Py = P; + P, - I medium 2 har vi enbart en transmitterad plan vag
p.(x,1) = pe'“™ (37)

Nir vi betraktar hastigheten for tva partiklar precis vid vinster om randen p.:(0-, #) och precis till hoger om

randen (0., ) sd maste de vara lika for alla tidpunkerer, vilket kallas kontinuitet i tryck
P+ P =P (38)

Med hjilp av impedansen kan vi uttrycka vagorna som hastigheter

v, (x,t) = Pi giteno (39)
1%
v, (X,t) =— Prgitero (40)
PG
v, (X,1) P Litew (41)
P2C;

Med V,,,, =V; +V, miste motsvarande kontinuitet dven gilla hastighet precis till vinster och till héger om randen

P, _ P, _ P, (42)
PG pG P

Frin de bada ekvationerna kan p, elimineras och sambandet f, /P 16sas ut. Forhallandet mellan reflekterad och

infallande vag kallas reflektionsfaktor och betecknas . Vi far att

_ [?r _ Pl = PGy _ Z,-Z4 (43)
P Pt 2,47

r

Reflektionsfaktorn r dr positiv om poc; dr storre dn pjc; och negativ om poc dr mindre dn pie; (¢ ex luft «ill vatten

eller, resp. vatten till luft). Om pac2 = pic; blir 7 = 0 som vintat.
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Vi kan definiera en transmissionsfaktor # genom att teckna ett liknade foérhillande mellan transmitterad och

infallande vag
t— & __2pC, 27, (44)

Pi PG+ oG - Z,+Z,

Transmissionskoefficienten 7 definieras som férhallandet mellan transmitterad och infallande ljudintensitet, d v s

; ::_t (45)

Sambandet mellan ljudintensitet (tidsmedelvirde) och ljudtryck (effektivvirde) ir | = p? / oC . Om ingen energi

forloras i gransskikeet giller att
=1, +1, (46)

Med ovanstiende samband fir vi att

2
‘r:l—ll—'z —Srz 47)

d v s sambandet mellan transmissionskoefficient 7 och reflektionsfaktorn r ér
r=1-r? (48)

Vi kan istillet infora en reflektionskoefficient p = 7 som anger hur stor andel av infallande intensitet som

reflekteras'?, s3 att
T+p=1 (49)
Allts3, andel transmitterad intensitet + andel reflekterad intensitet = 1.

Vi kan uttrycka koefficienterna ovan med hjilp av impedanserna for de bide medierna enligt

p= 2= ‘,0202 _,01(:1‘22 _ ‘Zz _21‘22 (50)
(pzcz +p1C1) (Zz +Zl)

_ 4p,C, - PGy _ 4z,Z, (51)

(pzcz + p1C1)2 (Zz + 21)2

13 Ej att forvixlas med densiteten.
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Viktiga samband — kap 3

Vid normalt infall mot en hérd randyta blir tryckfunktionen
p(x,t) =2p, cos(kx)-e'

och hastighetsfunktionen

v(x,t) = 20, sin(kx)-e'“*'?

Helmbholtz ekvation

o p(x) 2

v +k“p(x)=0

har i det endimensionella fallet med tva harda randytor vid x = 0 och x = L 16sningen
p(x,t) = Bcos(nT” xj g2t

didr £, dr resonansfrekvenserna

I det tredimensionella fallet med sex hirda randytor blir egenfrekvenserna

C n 2 n ? n 2
fn o == (_X) + v +(_Z)
2\ L) B ) UK

Vid overging fran ett medium med vigimpedansen Z; = pye; till ett medium med vigimpedansen Z; = pac, blir

transmissionsfaktorn # och reflektionsfaktorn

t— P _ 2p,C, _ 2Z, r— P, _ Pl =Gy Z,-4,
Pi pC+pC Z,+Z Pi pCtpoC Z,+Z

medan transmissionskoefficienten 7 och reflektionskoefficienten p blir

Z_zl_t: 4p,C,-piC 44,4 pzl—rz |102C2_,0101|2 _ |Zz _Zl|2
l; (,02C2 +101(31)2 (Zz +Zl)2 l; (pzcz +p1C1)2 (Zz +Zl)2
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