RefTrans / Ljud i byggnad och samhélle / VTAF01

Reflektion och transmission

Tidigare har vi behandlat vagutbredning i homogena medier utan att ga narmare in pa vad
som sker i 6vergangen fran ett medium till ett annat, eller vad som sker vid randerna.
Detta ska vi narmare ga in pa har. Vi kan till exempel tanka oss en stang av stal som
overgar i brons, eller en stang som ar fri i ena anden och fast inspand i den andra. Vi kan
ocksa tanka oss en ljudvag i luft som faller in mot en betongvagg eller vattenyta.

Reflektion vid rand

Vi borjar med att helt allméant fundera éver vad som kommer att ske nar en vag nar fram
till en ideal rand. Vi tanker oss en vag i form av en puls av godtycklig form och att
forskjutningen som vagen orsakar kan beskrivas med en hastighetsfunktion v(x,t), som i
bilden nedan (t = t;). Innan vagpulsen har natt fram till randen s& kan vagen beskrivas
enbart med en framatskridande vagfunktion v(x,t) = v.(t — x/c). Vagpulsen fortsétter
sedan framat och nar fram till en hard rand (t = t,). Med en hard rand menas héar en stel
vagg av ett material som har mycket storre impedans an luften och darfor reflekterar all
ljudenergi.

Vid en 6vergang mellan tva medier maste vissa randvillkor vara uppfyllda. Det &r
randvillkor i tryck (eller kraft) och det ar randvillkor i hastighet (eller forskjutning).
Genom att titta pa en infinitesimalt smal bit med randen i mitten kan man se att trycket
(eller kraften) pa bada sidorna om randen maste vara lika och att hastigheten (eller
forskjutningen) i de bada medierna pa bada sidor om och intill randen maste vara lika. Vi
kallar det kontinuitet i tryck och hastighet. Detta maste géalla vid alla gonblick. Vi
uttrycker det som

p(x=0_,t)=p(x=0,,1t) (1)
och
v(x=0_,t)=v(x=0,,t) (2)

dér x = 0. innebdr precis vid randen i det vanstra mediet och x = 0. innebdr precis vid
randen fast pa den hogra sidan.

| fallet dar det ena mediet &r en stel yta vet vi att den ar ororlig, det vill sdga v(x=0.,t) = 0.
For en ljudvag som faller in mot en stel vagg galler alltsa att partikelhastigheten precis
intill vaggen maste vara noll vid samtliga égonblick.
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Figur 1. Reflektion vid hard rand.

For att fa detta randvillkor att ga ihop s& maste vi lagga till en bakatgaende vag med
negativt tecken som ar lika stor som den framatgaende vagen, v(t + x/c) = v.(t + x/c). Den
bakatgaende vagen ar da den reflekterade vagen. Hela hastighetsfaltet kan alltsa beskrivas
som

v(x,t)=v, (t—x/c)+v_(t+x/c) 3)

Om nu hastighetsrandvillkoret ska vara uppfyllt maste hastigheten vara noll vid randen,
alltsa

v(O,t) =V, (t)+V_ (t)=0 4)
=

v_(t) =-v. (1) (5)
sa att

v(x,t)=v, (t—x/c)—v, (t+x/c) (6)

Om vi utgar fran en harmonisk vagfunktion som vi uttrycker pa komplex form med den
framatskridande och den bakatskridande termen

V(x,t) =0 e _y g+ (7

Genom att bryta ut amplituden och tidsdelen av den harmoniska svangningsrorelsen kan
vi skriva detta som

V(X t) =V, (e —e™)-e™ (8)

Med Eulers former kan denna relation skrivas om som
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v(x,t) = -2iV, sin(kx)-e'* = 20, sin(kx)-e'“*'? )

Det intressanta &r att vi har ett vagmaonster som ar en funktion av laget. Vid de positioner
dar sinusfunktionen &r 1 eller —1 kommer rorelsen att vara stor medan i de positioner dar
sinusfunktionen &r 0 s& kommer inget att réra sig. Vi har en staende vag, till skillnad fran
en fortskridande vag. Vid en pir eller skarp brygga reflekteras de infallande vagorna
mycket vél, och ett stdende vagmonster uppkommer.

Nar man har mer an en rand (i ett endimensionellt fall) kan det staende vagmonstret passa
extra bra med randerna och man far resonans, vilket vi strax aterkommer till.

For att ta reda pa var hastigheten ar maximal och var den &r noll sa I6ser vi ekvationen
sin(kx)=0  (x<0) (10)
vilket har l6sningen

kx=-nz (11)

(12)

darn=0, 1, 2, ... osv. Minustecknet kommer av att vi befinner oss till vanster om
vaggen, alltsa x < 0.

Som véntat, och som randvillkoret foreskriver, ar partikelhastigheten alltid noll vid x = 0,
men ocksa vid ett jamnt antal halva vaglangder ut fran randen. En punkt dar svangningen
alltid &r noll kallas nod. Mitt emellan hastighetsnoderna, dér sinusfunktionen ar maximal,
ar svangningen maximal, vilket kallas buk. Dessa ligger vid

x=-2-14 (13)

darn=0,1, 2, ... 0sv.
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Figur 2. Hastighetsnoder och bukar

Detta ar ett viktigt resultat som vi kommer att se senare. Det visar sig att om vi ska
forsoka absorbera ljudvagen som kommer in mot en hard vagg med en absorbent, till
exempel en mineralullsplatta, sa ska vi férsoka placera den i en hastighetsbuk, dar mest
rorelseenergi kan dverforas till absorbenten, alltsa A/4 ut fran vaggen. | en hastighetsnod
kommer ingen rorelseenergi att dverforas. Mer om detta i kapitlet om rumsakustik.

Vad innebar da detta for trycket? Med hjalp av impedansen i bada riktingarna kan vi
skriva tryckfunktionen som

p(x,t) = V_+ei(wt*k><) __V_;Cei(wHkX) _ \;;(eikx " eikx)_ pict (1)

som ocksa den kan skrivas om med Eulers ekvationer
\7 —ikx ikx it A ot

p(x,t) =—+(e +e )~e =2p, cos(kx)-e (15)
0C

och speciellt vid randen, dar cosinustermen blir 1

p(0,)=2p,e" (16)

Vid randen har alltsa tryckfunktionen ett maximum, en tryckbuk, dar amplituden ar
dubbelt sa stor som for den infallande vagen. Trycknoder hittar vi nér vi loser ekvationen

cos(kx)=0  (x<O0) (17)
kx = —% -nrx (18)
=
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o F _hz_ A ni_ (1 4 (19)
2k Kk 4 2 2 2

darn=0, 1, 2, ... osv. Maximum, tryckbukar, hittar vi daremellan vid x = -1/2, -4, -31/2

osv. Vi kan ocksa observera i figuren att randvillkoret for ljudtrycket vid en hard rand &r

P o (20)
OX x=0
Det lidses “rumsderivatan for tryckfunktionen, insatt X = 0, #r noll”. Alltsa, lutningen for
tryckamplituden i Figur 3 ar noll vid den harda ytan. Det kan ocksa visas med
hastighetsrandvillkoren och rorelselagen.

Detta har en mycket viktig praktisk konsekvens vid matning av ljudniva i narheten av
harda ytor. Om man har en infallande vag dar man ska mata ljudniva med en mikrofon
(som mater ljudtrycket) som faller in mot en hard yta, till exempel en husvagg, sa
kommer matresultatet att bero pa hur langt fran ytan man mater. Satter man mikrofonen
intill ytan mater man en tryckamplitud som ar dubbelt s& stor som endast den infallande
vagens (det senare kallas frifaltsvarde). Man kan se det som att den infallande vagen
interfererar konstruktivt med den reflekterade.

px.t)
_ 7T_rycl.<bukqg 2p,
ot =0 —F
ot = 13 )
ot = 72 >
wt =273 7 | '\
=7 L £

Trycknoder xo=- A4

Figur 3. Trycknoder och bukar.
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Tva harda randytor

Nu ska vi underséka vad som hander om vi staller tva harda ytor mitt emot varandra, en
vid x = 0 och en vid x = L. Fortfarande begransar vi oss till endimensionell
vagutbredning. Vi stéller ater upp vagekvationen med tryck som faltvariabel

o’p 1 0%p

- =0 21
ox>  c? ot? 21)

Vi anséatter en 16sning bestaende av en harmonisk tidsberoende faktor och en
lagesberoende faktor pa den mest generella formen

p(x,t) = p(x) -e** (22)

Satter vi in denna ansats i vagekvationen far vi

azp(x) il a)z il
5 e t+C—2 p(x)e'* =0 (23)
=
2
0 az(ZX) K2 p(x) =0 (24)

Detta kallas Helmholtz ekvation i en dimension och &r en ordindr andra ordningens
differentialekvation. Detta gor problemet enklare att arbeta med, och ofta anvands denna
ekvation direkt. Differentialekvationen har den allmanna I6sningen

p(x) = Asin(kx) + B cos(kx) (25)

Vi satter nu in for de givna randvillkoren att rumsderivatan for tryckfunktionen ska vara
noll vid vanstra randen

2] (26)

OX x=0

=

» = Ak cos(kx) — Bk sin(kx)|X=0 = Ak cos(0) — Bk sin(0) = Ak =0 (27)
x=0

=A=0

och darfor blir p(x) = B cos(kx) . Rumsderivatan ska vara noll ocksa vid den andra randen

op

= Bksin(kx)| _, =Bksin(kL)=0 (28)

x=L
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vilket innebér att

sin(kL) =0 (29)

=

kL=nzr = kn:n—ﬂ = ﬂnzz—ﬂz%:& (30)
L k nz n

darn=1, 2,3, ... Det vi har raknat ut ar alltsa de k, respektive A, for vilken
vagekvationen har en losning som ar skild fran noll. Dessa k, och A, svarar mot
egenfrekvenserna

f=— =2l (31)

Detta innebar alltsd att vi har resonans vid dessa frekvenser, fi, f2, f3 osv. Precis som for
sdof-systemet sa innebar resonans har att om vi sander ut ljud i rummet med en
drivfrekvens som ar lika med nagon av rummets resonansfrekvens s kommer systemet —
rummet — att forstarka den signalen. Det kan man enkelt undersoka sjalv genom att
sjunga med olika toner i ett kaklat badrum. Vissa toner kommer att ljuda mycket hégre
och tydligare dn andra. Nar man prickar en sadan ton har man hittat en resonansfrekvens,
eller egenfrekvens.

For varje egenfrekvens hor en form pa amplitudkurvan som &r lagesdelen av 16sningen pa
vagekvationen for respektive f,. Den kan vi uttrycka som

p(x)=B cos(nTﬂ xj (32)
dar B ar den konstanta amplituden. Den fullstandiga tryckfunktionen &r alltsa
p(x,t) = Bcos(nTﬂ xj g2t (33)

dar vi lagt till den harmoniska delen med @ = 24f, . | figuren nedan ser vi de tre forsta

egenmoderna som svarar mot de tre lagsta egenfrekvenserna. Vaglangden for den lagsta
egenfrekvensen blir 4 = 2L.
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Figur 4. Egenmoder, eller svangningsformer, for tryck vid egensvangning.

Vi kan se motsvarande modformer for hastighetsfunktionen, fast forskjuten sa att den
alltid &r noll vid randerna. Hastighetsmoderna ar likadana som egensvéngningarna i en

strang.
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Figur 5. Egenmoder for hastigheten vid egensvéngning.

NSNSV N NN AR RN

F—

“



RefTrans / Ljud i byggnad och samhélle / VTAF01

Sex harda randytor

Om vi loser samma problem i tre dimensioner, i ett rum med skokartongsform och
dimensionerna L, B och H, kommer egenfrekvenserna att bli

c Y (nY (nY
fooo== 2|+ 2]+ = (34)
w2 L B H
Har kan ny, ny och n, anta alla heltalsvarden. Nu ar modformerna inte bara

endimensionella i nagon av riktningarna (endast ett n = 0) utan vagorna kan &ven utbreda
sig diagonalt i nagot plan (tva st n = 0) eller utefter rymddiagonalen (samtliga tre n = 0).

2
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e
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Figur 6. Vagutbredning for diagonal svangningsform.

Egenfrekvenserna upptrader glest i borjan, vid de laga frekvenserna, men blir tatare och
tatare ju hogre upp i frekvens man kommer. Det innebdr att ju lagre i frekvens man tittar,
desto mera kommer ljudnivan att variera for olika positioner i rummet beroende pa om
man hittar en nod eller en buk. Fér hogre frekvenser &r det tatare mellan
egenfrekvenserna, bade i frekvens och i fysiskt avstand och ljudféltet kan anses som mera
slumpmassigt.

Egensvangningar i balkar och plattor behandlas i ett eget avsnitt senare.
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Reflektions- och transmissionsfaktorer

Ovan har vi utgatt fran stela vaggar som reflekterar allt inkommande ljud. Men i
praktiken kommer alltid en viss andel av ljudtrycket och ljudintensiteten att transmitteras
genom vaggen. Hur mycket som transmitteras avgors av forhallandet i impedans mellan
de bada medierna, som vi snart ska se.

Nar en ljudvag traffar en skiljeyta mellan tva medier, t ex luft och vatten, kommer en del
av den infallande vagens effekt att reflekteras och en del att transmitteras. | Figur 7
betraktar vi skiljeytan mellan ett medium med vagimpedansen Z; = pic; och ett medium
med vagimpedansen Z, = p,C,.

Medium 1
2= P

p; (x’ f) — ﬁfef{ﬂ—k]x}

-

Figur 7. Infallande vag mot skiljeyta mellan tva olika media.

| medium 1 har vi en plan vag
P (xt)= piei(wtik)() (35)

som faller in vinkelratt mot en plan skiljeyta vid x = 0 (index i star for infallande) och en
reflekterad vag (index r)

P, (x,t) = p,e " (36)

Totalt ljudtryck i medium 1 ar alltsd p,, = p; + p, . | medium 2 har vi enbart en
transmitterad plan vag

P (x,1) = P! (37)

Nar vi betraktar hastigheten for tva partiklar precis vid vanster om randen pyou (0, t) och
precis till hoger om randen py(0-, t) sa maste de vara lika for alla tidpunkter, vilket kallas
kontinuitet i tryck

f)i + pr = pt (38)
10
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Med hjélp av impedansen kan vi uttrycka vagorna som hastigheter

v, (x,t) = Pi_giteto0 (39)
P10y
V, (%, t) = — Do gitetk) (40)
PGy
v, (x,t) = Pt gitetk) (41)
P2C;

Med v,,, =V; +V, maste motsvarande kontinuitet aven gélla hastighet precis till vanster
och till héger om randen

f)i _ br — f)t (42)
PG PG PG,

Fran de bada ekvationerna kan p, elimineras och sambandet f, / f, I6sas ut. Forhallandet
mellan reflekterad och infallande vag kallas reflektionsfaktor och betecknas r. Vi far att

_ P, _ Pl = PG Z,-Z4, (43)

r -
Pi  p.CtpC Z,+Z;

Reflektionsfaktorn r &r positiv om p,C; &r storre &n p;c; och negativ om p,c, ar mindre &n
piCa (tex luft till vatten eller, resp. vatten till luft). Om p,c, = p1cy blir r = 0 som véntat.

Vi kan definiera en transmissionsfaktor t genom att teckna ett liknade forhallande mellan

transmitterad och infallande véag

t= & _ 2,C, _ 2Z, (44)
Pi pC+pC Z,+Z;

Transmissionskoefficienten rdefinieras som forhallandet mellan transmitterad och
infallande ljudintensitet, d v s

T= :—‘ (45)

Sambandet mellan ljudintensitet (tidsmedelvarde) och ljudtryck (effektivvérde) ar
| = p?/pc. Om ingen energi forloras i gransskiktet galler att

=1, +1, (46)

Med ovanstaende samband far vi att

11
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2

d v s sambandet mellan transmissionskoefficient 7 och reflektionsfaktorn r ar
r=1-r? (48)

Vi kan istéllet inféra en reflektionskoefficient p = r? som anger hur stor andel av
infallande intensitet som reflekteras®, sé att

T+p=1 (49)
Alltsa, andel transmitterad intensitet + andel reflekterad intensitet = 1.

Vi kan uttrycka koefficienterna ovan med hjalp av impedanserna for de bade medierna
enligt

|P2C2 _p1C1|2 |Zz _Zl|2
p=ri= - (50)
(,02C2 + PG )2 (Zz +Z, )2

= 4p,C; - piCy _ 4z,2, (51)

(pzcz + 0,6 )2 (Zz +Z, )2

L Ej att forvéxlas med densiteten.

12
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Viktiga samband

Vid normalt infall mot en hard randyta blir tryckfunktionen
p(x,t) =2p, cos(kx)-e'*

och hastighetsfunktionen

v(x,t) = 20, sin(kx)-e'(**'?

Helmholtz ekvation

0% p(x
ai(z ) 4 k?p(x) =0
har i det endimensionella fallet med tva harda randytor vid x = 0 och x = L 16sningen

p(x,t) = Bcos(n{ x) g2t

dar f, ar resonansfrekvenserna

| det tredimensionella fallet med sex harda randytor blir egenfrekvenserna

c |(n\ (n ’ n, \’
fn N, ey el R e
e 2\ L B H
Vid 6vergang fran ett medium med vagimpedansen Z; = pic; till ett medium med
vagimpedansen Z, = p,c; blir transmissionsfaktorn t och reflektionsfaktorn r

e

L 2pC 27, r— P, _ Pl = PG _ Z,-4,

t= -
i PGl L+ 7 P;  p.CtpC Z,+Z,

e

medan transmissionskoefficienten zoch reflektionskoefficienten p blir

z_:|_t= 4p,C, - P1Cy _ 4z,Z, ,0=I—r= |chz _p1C1|2 _ |Zz _Zl|2
L

(,02C2 +/01(31)2 (Zz + Z1)2 l; (pzcz + p1C1)2 (Zz + 21)2

13
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Uppgifter

1. En ljudvag med vaglangden 4 och ljudnivan L, = 50 dB infaller mot en hard véagg dar
vi far fullstandig reflektion. Véaggen ligger vid x = 0. Berakna ljudnivan vid:

a)x=0, b) x = 4/2, C) x = A/4, d) x = 4, e)x= A6

2. Maximal ljudabsorption och energiforlust uppnar man i de punkter dar luften ror sig
som mest, alltsa dar partikelhastigheten & maximal. Anta att vi sétter en tunn absorbent
0.25 m ut fran en vagg. For vilka frekvenser kan vi forvanta oss hog ljudabsorption om vi
antar normalt infall mot vaggen?

3. Ett kaklat badrum har golvarean 1.65x2.8 m?. Berakna de 5 lagsta egenfrekvenserna i
rummet och ange respektive egenmod. Anta att taket &r absorberande och beakta endast
horisontella svangningar.

4. En ljudvag infaller normalt fran ett medium 1 till ett annat medium 2. Hur stor del av
ljudtrycket kommer att transmitteras respektive reflekteras om

a) Z1 << Z,
b) Zl = Zz
C) Z1=057,

5. En ljudvag infaller normalt fran luft (Zy,x = 415 Pa-s/m) mot en vattenyta (Zyaten =
1.48-10° Pa-s/m).

a) Hur stor andel av ljudintensiteten transmitteras? Med hur manga decibel minskar
ljudintensiteten?

b) Vilken ljudniva reflekteras vid ytan tillbaka upp i luften?

6. En ljudvég infaller normalt frén luft mot en mycket tjock betongvagg (o = 2300 kg/m®,
E = 26 GPa). Ljudvagen fortsatter igenom betongen och vidare ut genom den andra ytan
mot luft. Berdkna

a) transmissionskoefficienten zsom definieras som ljudintensitet som tar sig igenom
véggen och ut pa andra sidan delat med intensitet som infaller mot vaggen. Férsumma
reflexer inne i vaggen.

b) reflektionskoefficienten p som &r reflekterad intensitet delat med infallande intensitet.

14
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Svar

l.a) L, =56 dB
b) L, = 56 dB
C)Lp=-
d) L, = 56 dB
e) L, =50dB

2.f=340+680-nHz,n=0, 1, 2,... d vs 340 Hz, 1020 Hz, 1700 Hz, 2380 Hz osv.

3.f10=60.7 Hz
fo1 = 103 Hz
fi1 =120 Hz
f0 =121 Hz
f1 = 159 Hz

4.a)t~2 r=1
byt=1 r=0
c)t=1.33 r=0.33

5.a) r=1.1-10° AL=-30dB

b) p~ 1, dvs i stort sett samma som infaller, Ly = Lin

6.2) 00t = 11° 2 = 4.6-10°
b) p~1
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