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SDOF - Enfrihetsgradssystemet

Det enkla massa-fjader-systemet, eller sdof-systemet (single degree of freedom, enfrihetsgradssytem)
ar ett grundlaggande begrepp inom akustik och mekanik. Med god forstaelse for detta har man ett
vardefullt verktyg for att analysera resonanta system. Man kan till exempel se en plattas
svangningsformer, moder, som sdof-system. | enkla fall ser man dessa som enskilda system som
eventuellt &r kopplade till varandra, mdof-system (multi degree of freedom, flerfrihetsgradssystem).
SDOF-system ar ocksa viktigt for att forsta hur vibrationsisolering fungerar.

F=F,1r,",'Sin(W'f)
M l u

K R

S

Figur 1 SDOF, enkelfrihetsgradssystem

Vi ska i detta kapitel harleda och l6sa ekvationerna for det enkla massa-fjadersystemet, samt
introducera vissa begrepp som vi kommer att behdva langre fram i kursen.

Inledande samband

Innan vi borjar ska vi behandla nagra fa grundlaggande samband nar det galler harmoniska funktioner.
Vi tanker oss ett godtyckligt harmoniskt tidsforlopp.

U(t) A
A —

VV

| Figur 2 ser vi tidsforloppet, dar T &r periodtid, A & amplitud, u(t) & nagon variabel, exempelvis
forskjutningen som funktion av tiden, och tg,s &r en fastid. Matematiskt kan man skriva tidsforloppet
som:

tfa.s'

Figur 2 Harmoniskt tidsférlopp
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u(t) = Acos(z_]_—ﬂt - a} 1

Fasandringen ar har beskriven med en fasvinkel a. En enkel jamforelse mellan fastiden tqs och
fasvinkeln « ger att

a=t,, ZT—” 2)
Om vi istéllet for periodtid introducerar frekvens f, enhet 1/s = Hz, sa att:
1

f= = 3)
sd kan vi skriva lite lattare:

u(t) = Acos(2ft — ) (4)
Vanligen introducerar man aven en vinkelfrekvens o = 2xf, ("omega”) med enheten rad/s. Da har vi:
u(t) = Acos(at — a) (5)
Istéllet for en cosinusfunktion kan tidsférloppet beskrivas med en sinusfunktion:

u(t) = Acos(at — a) = Asin(at — o + 7/ 2) = Asin(at - B) (6)
dar Bar en ny fasvinkel, forskjuten 90° fran «. Man kan ocksa beskriva tidsforloppet med bade en
sinus och en cosinus:

u(t) = Acos(at —ar)= A sin(at )+ A, cos(at) (7)

Nu bdrjar vi med det enkla svéngningssystemet.
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Ekvation i tidsled
Diskreta komponenter

Fran Byggnadsmekanikens avsnitt om dynamik (kap 14 i Introduktion till strukturmekaniken) har vi
stott pa sdof-systemets tre olika komponenter, massa, fjader och dampare.

1. Massa
u,a
—_—
F(t)
— M

Figur 3 Massan

For en stel kropp med massa M galler enligt Newtons réreslelag att F = M-a, dar F &r en palagd kraft
och a &r stelkroppens acceleration:

d2u(t)

a(t) = e =(i(t) (8)

Stelkroppen har samma férskjutning i alla punkter, och om vi tanker oss férskjutningar i endast en
dimension kan den darfor representeras med en frihetsgrad. Massan &r séledes en punktmassa.

2. Fjader

ANNNNNN
ANNNNNN

Figur 4 Fjadern

En deformation Al av en ideal (linjar och masslds) fjader, med langden I (i viloldge) och fjaderkonstant
K, svarar mot en kraft F = K Al, proportionellt mot fjaderns deformation. Da vi i detta forsta exempel

! Frihetsgraden representeras av forskjutningen u, vilket skall betecknas som en férskjutning runt en
jamviktspunkt (eller arbetspunkt). Vi anvander inte beteckningen x eller x; da vi behéver denna beteckning som
koordinat langre fram nar vi diskuterar vagutbredning
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annu bara har en frihetsgrad, beldgen vid massan, kan deformationen beskrivas av forskjutningen vid

denna frihetsgrad, och dérmed ar kraften proportionell mot forskjutningen, F = K u.

3. Dampare

F(1)

|
ANNNNNN

Figur 6. Damparen

En ideal ddmpare, med ddmpkonstanten R, svarar mot en kraft F = R Av om den trycks samman eller

stracks ut med en deformationshastighet Av (deformationshastighet relativt vaggen). Om vi har en
frihetsgrad sa géller pA samma sétt som innan att F =R v

du(t)

V(t) = T = U(t)

Newtons rorelselag

Vi kan nu kombinera de tre elementen till ett massa-fjader system. For att till en borjan slippa
tyngdkraften? later vi svdngande systemet vibrera, eller svanga, horisontellt. Vidare ar systemet
paverkat av en yttre drivande kraft F(t).

K ? snitt Fq K ;
M J\/\/\/\_? Frilagg M — —»/\/\/\/Lé
Fi(t) / = F(t) — | —h——l /
s R / N Fy(1) R 4

u(t) u(t)

Figur 5 Frilaggning av massan

I varje 6gonblick maste Newtons rorelselag vara uppfylld, d v s:
(=) FO-Fe(t) - Fe(t) = Ma(t)

Vi sétter in uttrycken for fjaderkraften och dampkraften enligt punkt 2 och 3 ovan:

? Denna har dock ingen betydelse, som vi kommer att se senare, tyngdkraften ger en statisk forskjutning som
bara flyttar arbetspunkten.

(9)

(10)
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F(t) — Ku(t) — Rv(t) = Ma(t)

(11)
Py
Ma(t) + Rv(t) + Ku(t) = F(t)
=
ML(t) + Ru(t) + Ku(t) = F () (12)

Den sist anvanda formen av uttrycket ar vanligt forekommande, och &r praktisk da forskjutningen u ar
den obekanta variabeln.

Losning

Den allména I6sning av ekvationen ovan har getts exempelvis i boken Analys i en variabel och bestar
av en homogen I6sning och en partikulér 16sning. Den homogena I6sningen bestar av en exponentiellt
avklingande harmonisk svangning®, medan partikularlosningen bestar av en harmonisk svangning med
samma frekvens som drivningen, men eventuellt fasforskjuten till denna. Det finns nagra olika
ekvivalenta begrepp for de bada I6sningarna:

Partikular Homogen
Tvungen, driven Fri
Steady state Transient

Tabell 1 Ekvivalenta namn
For tydlighetens skull visar vi hur man tar fram dessa lésningar dven har.
Homogen l6sning:

M, (t) + Ru, (t) + Ku, (t) = 0

(13)

&

.. R . K

G, () VRl (t) +Muh(t) =0 (14)
Vi introducerar nu nagra hjalpstorheter:

K
"=\ M (15)
1 K

f,=—-.— 16
=5 VM (16)

* Man kan som ett exempel tanka sig att man slapper dérrarna i VV-husets foajé frén 6ppet utgéngslage. Dérrarna
kommer da att svanga fram och tillbaka nagra ganger tills rérelsen har dott ut.

5
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R
= =2
n MK g

dar ax ar den oddmpade egenfrekvensen (egentligen egenvinkelfrekvensen med enheten rad/s), f, ar
den odampade egenfrekvensen (med enheten Hz), 7 (“ita”) ar en dimensionslés dampkonstant, likasa
€ (’stigma”) vilket gor att vi kan skriva om ekvation 14:

(17)

Gy, (1) + 705ty (£) + oy (£) =0 (18)
Den karakteristiska ekvationen till ekvation 18 ges av:
r’ +no,f +aof =0 (19)

n < 2 medfor att

2
r =—%a)0 Tim, 1—[%) =—ga)0 tiw,

%/_J
@y

(20)

Har ar oy den ddampade resonansfrekvensen. Losningen till den homogena ekvationen ar da:

u, (t) = e 2™ (Ag™ + Aze*‘”dt): efgm‘)t(Blsin(a)dt) + B, cos(a,t)) (21)

dar A;, A,, By och B, ar konstanter som bestams med hjalp av begynnelsevillkor. Den sista likheten fas
med Eulers formler (se ekvation 30-32).

Partikularlésningen, som visar forskjutningen vid paverkan av drivande kraft, skall nu bestimmas.
Angreppssattet ar att ansatta en forskjutning som liknar kraften, berékna de tva derivatorna, och sedan
sétta in dessa uttryck i ekvationen och Idsa ut de obekanta koefficienterna. Om den drivande kraften &r
en harmonisk kraft med vinkelfrekvensen @ och F(t) = Fgyi, cos(at), sa ansatt

u,(t) = D, sin(at) + D, cos(at) (22)
=

u,(t) = Dywcos(at) — D,wsin(«t) (23)
U, (t) =—D,’ sin(et) — D,w” cos(at) (24)

Inséttning i ekvation 12 ger:

MU, (t) + Ru (t) + Ku  (t) = F,,;, cos(at) (25)

riv
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o
— Mo?(D;sin(at) + D, cos(at) )+ Ro(D, cos(wt) — D, sin(at) ) +
+ K (D, sin(et) + D, cos(at)) = F,,,, cos(at)

(26)

Vi ska nu l6sa ut konstanterna D; och D,. Vi har i hdgerledet en ensam cosinusterm, medan i
vansterledet har vi bade sinus- och cosinustermer. Konstanterna maste nu véljas sa att detta gar ihop
vid alla tidpunkter. Om vi ser sinustermerna som en koordinat och cosinustermerna som en annan
koordinat, sa kan vi tanka oss att foljande tvadimensionella vektordiagram beskriver problemet.

sinus

&

D, sin(@t) + D, cos(at)

bl D] Sin(a]t) - D2 COS(&E) D] COS(mt) _ Dz Siﬂ(a]f)

Figur 6 Visare

Vi kan nu stélla upp ett ekvationssystem med tva ekvationer (tva obekanta), en for sinustermerna och
en for cosinustermerna:

— Ma?D, - RaD, + KD, =0 -
—Ma’D, + RaD, + KD, =F,..,

Om man léser ut D; och Dy, sa har vi partikularlésningen

Rw
D = : F riv
" (K=-Mo?f +(Ro)
K — M
L (28)

D, =

driv

(K -M?f +(Reoy

u,(t) = D, sin(et) + D, cos(«t)

Om man infor w; = K/M ser man att K — Ma® = M () —?) , vilken férsvinner vid resonans

(w— a), vilket vi ska dterkomma till. Den totala I6sningen ges av u(t) = up(t) + us(t). Som ett exempel
visar vi tidshistorien for up(t), uy(t) och u(t) for ett fall (M = 5000 kg, R = 3750 Ns/m, K = 4.44.10°
N/m, F(t) = Fqriv Sin(at), @ =11 rad/s och Fg, = 5000 N, och begynnelsevillkoren u(0) = 0, v(0) = 0).
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Figur 7 Homogen, parikuldr och total I6sning

Efter en viss tid, steady state, har den homogena l6sningen klingat av. D& &r u(t) ~ up(t). | akustiska
sammanhang &r det darfor oftast u,(t) som &r av intresse. De maskiner som vibrerar och flaktar som
gar genererar ofta monotona ljudbilder dar partikularlésningen ar dominerande 6ver den homogena
I6sningen. Det &r darfor vanligt att man endast betraktar partikularlosningen av problemet, och sa
kommer vi att (till storsta delen) gora i fortsattningen. Men da behdver vi en béttre metod for att 16sa
dessa ekvationer.

Komplex amplitud
Overgang till frekvensled

For att komma vidare behdver vi en ny ansats for att fa partikularlosningen (i fortsattningen bortser vi
alltsa fran den homogena lésningen, sa vi skriver inte ut index p). Vi har sedan tidigare att 16sa:

MU(t) + Ru(t) + Ku(t) = F(t) (29)
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Vi kommer att géra en ansats med komplexa tal, och nu har vi kraften*

F(t) = F,,, cos(at) = Re{FdriVei“‘} enligt Eulers ekvationer, som lyder:

e'* = cos(a) +isin(c) (30)
1 ia —ia

cos(a) = E(e +e ) (31)

sin(a) :%(—ei”‘ +e) (32)

Till ansats soker vi nu en funktion som liknar kraften. Vi vill d& ha realdelen av en funktion som bestar
av en harmonisk term, €', och en amplitud framfér den harmoniska termen. Denna amplitudfunktion
kan generellt sett vara en funktion av frekvensen (vinkelfrekvensen) och dessutom komplex. Det ar

denna nya funktion som vi kallar komplex amplitud, och betecknar med U (), dar vagtecknet

indikerar att det &r en ny funktion, vidare &ar den en funktion av w. Vi gor alltsa foljande ansats, och
deriverar:

Ansatt:

u(t) = Re{li(e) - } (33)
-

u(t) = Refiw- () - | (34)
li(t) =Re{- o U(e) & (35)

Insatt i ekvation 12 ger detta:

MU(t) + Ru(t) + Ku(t) = F,,,, cos(at) (36)

=

M Re{- 0’ (w) - |+ RRefioli () - |+ K Re{li (@) - | = Re{F,,, -€* | (37)
Realdelsoperatorn Re{} verkar pa alla termer, och kan darfor lyftas ut:

Rel- Me’li() - € + Riaii (o) - € + Kii(w) - € |= Re{F,,, -} (38)

=

* Det bor pépekas att det aven ar méjligt att valja imaginardelen, vilket motsvarare att kraften &r en sinus istallet
for en cosinus, eller med andra ord en fasskillnad pa 90°. | akustiken valjer man ofta realdelen eftersom det ofta
kanns naturligare att ta realdelen av det komplexa resultatet for att kunna gora en fysikalisk tolkning.

9
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~Mo’l(w) €' + Riol (w)-e* + Ki(w)-e'* =F,,,, - (39)

riv

ot -

Vidare ingar den harmoniska® termen e'“ i alla uttryck och kan darmed forkortas bort:

—~ Ml (@) + Riol (w) + Kl (w) = F,,;, (40)
=
l]((()) I:driv (41)

T (K-M-0?)+R-io

Om man infér @ = K/M ser man att K — Mo’ = M (@] —®) , vilken forsvinner vid resonans

(w— ax), och U (w) blir d& mycket stor.

Med hjalp av ansatsen, vasentligene'® | sa har differentialekvationen av andra ordningen blivit en
vanlig andragradsekvation med avseende pa U (w) . Det l6sta uttrycket U () som vi kan kalla

komplex forskjutningsamplitud eller forskjutningsspektra, innehaller vasentligen all
systeminformation som man kan behova. Vagtecknet 6ver den komplexa amplituden indikerar att vi
har en ny funktion, och denna &r komplex och &r inte langre en funktion av tiden, medan  betyder att
funktionen &r en funktion av vinkelfrekvensen®. Vi kan ocksé se det som om vi har gjort en sorts
transform fran tidsfunktioner till komplexa frekvensfunktioner. En mer allman 6vergang fran
tidsfunktioner till frekvensfunktioner far man med Fouriertransformen. Med Fouriertransformen kan
man behandla godtyckliga tidsforlopp, inte bara steady state som vi gor har. Det visar sig dock att nar
man val dividerar bort drivningen, vilket vi strax ska gora, sa blir resultatet detsamma. Den enklaste
ansatsen ger alltsa inte bara ett enkelt resultat, utan aven ett helt generellt resultat, oberoende av
drivningen.

Om vi vill kan vi nu aterga till tidsfunktionen (tidsplanet) med hjalp av ansatsen:

u(t) = Re{ Fdfziv : .e'wt} =
(K-M -0°)+R-iw

— I:driv _ L2 r . .. _

= (KM -0) + (Ra) Ref{(K —M - @® —R-iw)- (cos(at) + isin(at))| (42)
Cun ~((K =M - @?)cos(at) + Resin(at))

" (K-M-0%) + (Ra)

Denna l6sning ar densamma som i ekvation 28.

* Med harmoniska funktioner, eller harmoniska férlopp, menas sin( at) och cos(«t), som har fordelen att vara

varandras derivata, samt €', som 4r sin egen derivata. Den senare kan ocksa kallas komplext harmonisk. De
harmoniska forloppen later som rena toner. | musiklaran har dock harmonisk en vidare definition

® o= 2nxf [rad/s] vinkelfrekvensen, f = 1/T [Hz = 1/s] frekvens, T [s] periodtid, allt galler for drivningen.

10
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Oftast nojer man sig dock med att betrakta systemet i frekvensplanet. Aven om vi har sett att den
harmoniska (transienta) l6sningen inte spelar nagon roll i det Ianga loppet, s& kan man tycka att vi har
gjort en allvarlig begransning av teorin da vi endast ser pa partikularlésningen till harmoniska
funktioner (sinussvangningar). Sa ar dock inte fallet. Inom akustiken utnyttjar man ofta det faktum att
varje tidsvarierande funktion, med hjalp av Fouriertransform eller Fourierserier, kan beskrivas som en
summa av enkla sinusfunktioner med olika frekvens, amplitud och fas. Det betyder att en godtycklig
palagd kraft F(t) kan ersattas med ett, ofta stort, antal enkla sinusfunktioner. Sa istéllet for att forsoka
hitta en ny losning till differentialekvationen (ekvation 12) for varje ny kraft, sa 16ser man den, som vi
nu har gjort, for varje harmonisk funktion. Den aktuella kraftens spektrum, vilket fas med
Fouriertransformen, kan sedan laggas till. Detta behandlas narmare i omradet som kallas linjara
system.

Komplex rakning

Vi utnyttjade harvid nagra rakneregler for komplexa tal, och det kan vara pa sin plats att aterge dessa:

Im Im
T i
U] FETER Z=X+1y Z=x+1y
x Re ... Re
"7 =x-iy

Figur 8 Komplexa tal

e Imaginéra enheten:
i=+-1 i*=-1 i¥=—i,.. it=- (43)

o Komplexa tal:

Z=X+Iy (44)
e Addition:
21+zz=(x1+iy1)+(xz+iy2)=(x1+x2)+i(yl+y2) (45)

e Multiplikation
2,72, = (X1 + iyl)’ (Xz + iyz): (X1X2 - 3’13’2)+ i(XZyl + Xiyz) (46)

o Komplext konjugat:

11
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' =x-1y

e Division:
4 _ 7,2, _ (% + ¥2Y,) =1(%:Y: = % Y,)
Z, 1,7, Xz +Y;

Amplitud och fasvinkel ar viktiga begrepp:

Figur 9 Amplitud och fas

o Amplitud (eller absolutbelopp):

A=|z|=x* +y?

e Fas (alltid i radianer!):

o = arctan (lj
X

Ur figur Figur 9 kan man da se att:

x=Acos(e), Yy=Asin(x)

Med hjélp av Eulers former, ekvation 30-32, och enhetscirkeln sa har vi vidare:

12
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(49)

(50)

(51)
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Im
z=eia
1
\@& )
(2]
R
1 .
z =e-tﬂ
Figur 10 Enhetscirkeln
z=x+iy = Ae" = A(cos(a) +isin(c)) (52)
Z,-2,= AiAzei(a1+a2) (53)
Z — ﬁ ei(afaz) (54)

4a
z, A
Overforingsfunktioner

Vi atergar nu till att titta pa resultatet av de komplexa rakningarna, ekvation 41 gav den komplexa
forskjutningsamplituden, vilken beror pa storleken av den palagda kraften

I:driv (55)

(K-M-0°)+R-iw

Ofta vill man betrakta systemen, i detta fall vart massa-fjader-system, utan att man ser de yttre
forhallandena, sasom i detta fall kraften (vilken kan vara en funktion av frekvensen). Om vi normerar
forskjutningen med avseende pa den drivande kraften, sa far vi ett uttryck som bara beror av systemets
storheter M, R och K, samt vinkelfrekvensen. Man har da kvar en komplex kvot

U(w) =

U(w 1
Cdyn (a)) = ( ) = 2 . (56)
Fiv(@ (K-M-0)+R-iw
Vi kan kalla denna kvot for systemets dynamiska vekhet, da en stor kvot (vekhet) ger en stor
forskjutning for en liten kraft. Den omvénda kvoten kan vi kalla dynamisk styvhet
Kan(@) =242 _ M 02 (R0 K (57)

U(w)

13
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Allmant brukar man kalla kvoter mellan komplexa amplituder (spektra), i samma punkt eller i en
annan punkt i ett visst system for overforingsfunktion H(w) om de ar kvoter mellan utsignal och
insignal.

S (w) _ utsignal
S (w) insignal

H;; (w) = (58)

Med signal menas i detta fall de bada variabla termerna i ett uttryck, i vart fall ar kraften insignal
medan forskjutningen ar utsignal. Ovriga parametrar, massa, fjader och dampare, tillhor systemet.
Signalbegreppet antyder att de bada variablerna & matbara, och att man kan bestdmma systemets
egenskaper genom att mata dessa signaler. Den dynamiska styvheten, Ky, ar i detta fall tydligen inte
en overforingsfunktion, da den &r en kvot mellan insignal och utsignal och inte tvart om. Den
dynamiska vekheten, Cgy,, &r daremot en akta overféringsfunktion.

Det &r ocksa mojligt att definiera andra 6verforingsfunktioner som utgar fran massans hastighet eller
acceleration. Detta illustreras i tabell 2 nedan tillsammans med bendmningen av respektive
overforingsfunktion. Av dessa kommer framforallt impedansen att diskuteras framdver.

14
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Forskjutning u Hastighet v Acceleration a
_ (o) _ V() _a(o)
Cdyn (w) = Iz(a)) Y(w) = lz(w) N(w) = IE(a))

Dynamisk vekhet

Mekanisk admittans

Mekanisk accelerans

F (o)

u(w)

Dynamisk styvhet

K g () = Z(w) =@

V()

Mekanisk impedans

Mdyn(a)) = 3 )

F (o)
o

Dynamisk massa

Tabell 2 Kvoter i frekvensplanet

Har man en 6verforingsfunktion sa tar man enkelt fram de 6vriga, t ex genom att anvanda att

V(w) =iw-U(w), se ekvation 33-35.

Man bor komma ihag att verforingsfunktioner endast galler for linjara system, det vill séga nar
spektrumet ar oberoende av amplituden. | sadana system 6verfors saledes en ren ton (sinusfrekvens)
oberoende av alla andra befintliga toner. Detta ar en stor forenkling som inte géaller om man arbetar
med tidsfunktioner, da storningar i olika tidpunkter paverkar varandra. Vidare betyder detta att
overforingsfunktioner experimentellt kan bestdmmas antingen genom att man sakta sveper med
kraftens frekvens (sinussvep) eller genom att man sander in en signal som innehaller alla sokta
frekvenser pa en gang. En sadan signal kallas brus, och om den kvadrerade signalens amplitud &r
konstant for samtliga frekvenser kallas det vitt brus.

Att representera dessa komplexa dynamiska kvoter grafiskt kan man gora pa olika satt. Det vanligaste

alternativet ar att tanka sig uttrycket pa formen C

= Ae', dar A ar amplituden och « fasen.

dyn
~ | (o) || 1 ~ 1
B 7 (V) Py v e )
_ Im{Cdyn(a))} B -Rw
a= arctan(mj = arctan(m (60)

Vid det oddmpade systemets resonans, @, = (K/M)*, har amplituden (nastan) ett maximum och fasen

ar n/2, det vill sdga 90° efter drivningen.

[K
w—)a)oz M

A = ‘Cdyn (a’o)‘ = 1

Ra,

(61)

(62)

15
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(63)

N

o = arctan ImiCy (@)} = arctan(eo) =
- RelCyn(@)}) -

Det &r vanligt att man anvander logaritmisk skala pa axlarna. Denna representation som illustreras i
Figur 11 kallas Bode-diagram.

2 M=1, R=10, K=10°, f,=50.33
10 I T T
Amplitud [m/N]

107}

10°}

1 0-8 0 ‘ 1 l 2 3
10 10 10 10
frekvens [Hz]
0 I T T
Fas [rad]
-1 J

-2 ]

-3 . . i
10° _ 10’ 10° 10°

frekvens [Hz]

Figur 11 Bode-diagram for overforingsfunktionens amplitud och fas

For frekvenser under resonansfrekvensen (@ > @,) sa dominerar fjaderstyvheten, amplituden &r

horisontell och fasen &r noll. Om vi sedan 6kar frekvensen tills vi ndrmar oss resonans (@ = @) s tar

bidragen fran fjadertermen och masstermen ut varandra och vi far resonans dar amplituden bestams av
dampningen. Over resonans (@ < @,) dominerar bidraget fran masstermen, amplituden lutar med

konstant lutning i en log-log skala

>, (64)

1 1
P (K-M-0?)+R-i0  Mao? (6

Iog( lez j =—-2log(w) — log(M) — 2log( ) — log(M) (66)

Lutningen &r sdledes -2 dekader’ per dekad frekvens. Detta &r ett mycket viktigt praktiskt resultat, som
darfor har fatt ett eget namn, masslagen. Det betyder att Gver resonansen kommer forskjutningen

minska mycket snabbt med dkande frekvens, U () oc @™ (tecknet oc betyder “proportionell mot™). Vi

" En dekad &r detsamma som en tiopotens.
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kan ocksa se att det finns en punkt 6ver resonans dar forskjutningen &r lika stor som den statiska
forskjutningen, och éver denna punkt kommer forskjutningen att vara mindre an den statiska. Detta
faktum utnyttjas vid vibrationsisolering.

Om vi tittar pa fasdiagrammet sé ser vi att fasen ar noll vid riktigt Iaga frekvenser, det vill saga
forskjutningen har samma fas som drivningen. Vid resonans ar fasen -n/2, alltsa ligger forskjutningen
90° efter drivningen. Over resonans narmar sig fasen -r, vilket betyder att forskjutningen &r i motfas
mot drivningen, forskjutningen ligger 180° efter drivningen.

Detta forhallande kan latt kontrolleras experimentellt med en vikt och en gummisnodd. Fast vikten i
gummisnodden, som du faster i ett finger, s att du far ett massa-fjader-system. For du handen
l&ngsamt upp och ner, sé foljer vikten med handen. Okar du frekvensen tills du kommer till resonansn,
dar vibrationen ar som storst, sa ligger forskjutningen hos massan 90° efter handen. Okar du
frekvensen annu mer sa kommer handen och massan att réra sig i motfas.

Resonatorer

| detta avsnitt ska vi titta lite narmare pa nagra resonanta system som kan beskrivas med det enkla
massa-fjadersystemet. Vi borjar med att vanda pa massa-fjadersystemet, sa att vi far med tyngdkraften.
Vi ska visa att detta inte spelar nagon roll.

Tyngdkraften

Vi vander nu alltsd pa massa-fjadersystemet:

F(t)
J'F(t)
A Unig(t) l i Mg )
Ung(t) ‘], M Frilagg snitt
= Fg(1) M_/ Fi(1)
R K
: R K
OO
SONRNN

Figur 12 Staende resonatorer

Som vanligt maste Newtons rorelselag gélla i varje dgonblick
() F@)-F —F,+Mg=Mat) (67)
Vi for in uttrycken for fjaderkraften och dampkraften, det vill sdga Fg(t) = K u(t) och Fg(t) = R v(t)

MUi(t) + Ru(t) + Ku(t) = F(t) + Mg (68)

17
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Vi ser att vi har en differentialekvation dér “drivningen” bestar av en harmonisk kraft F(t) och en
statisk kraft Mg. Till partikularlésningen, vilken &r den vi i forsta hand &r intresserade av, ansatter vi
da att forskjutningen bestar av en harmonisk del och en statisk del, uy(t) = u(t) + us(t), dar den statiska
fas av den sattning som massan statiskt orsakar:

u, =konstant = u,=0 och U, =0 (69)
0+0+Ku,=0+Mg = usz% (70)

Den harmoniska delen fas pa samma sétt genom att bara losa ekvationen for den harmoniska kraften:
MUi(t) + Ru(t) + Ku(t) = F(t) +0 (72)

Men da detta precis ar den ekvation som vi har dgnat oss at hittills, sa kan vi anse att dess 16sning &r
given. Tyngdkraften ger tydligen en statisk forskjutning som bara flyttar arbetspunkten. Om fjadern ar
olinjar i vissa omraden kan dock vissa arbetspunkter vara att foredra. Sa ar dock inte fallet har, sd man
kan bortse fran tyngdkraften i vibrationsberékningar.

Vibrationsisolering

Som ett forsta exempel pa ett enkelt massa-fjadersystem i en applikation ska vi nu titta pa
vibrationsisolering. Vi kan tnka oss att ett industriféretag har bett oss 16sa ett vibrationsproblem som
de har. En roterande maskin med viss excentricitet star fastskruvad pa ett styvt bjalklag, vilket orsakar
vibrationer i bjalklaget som vidare ger buller och vibrationsskador. Fabrikoren i fraga ber oss, som
konsulter, minska problemet. Vad ska vi géra? Vi borjar med att anta att underlaget ar ororligt, det vill
séga att maskinen ar fast inspénd. Detta &r en forenkling som i allménhet inte &r helt giltig, men for
tjocka betongbjalklag, 250-300 mm, ar antagandet oftast rimligt. For latta trabjalklag ar emellertid
antagandet tveksamt.

Vi frilagger nu maskinen:

| Fo
M
Frilagg
= F.(1) /_ snitt
[\ U 7

Figur 13 Frildggning av maskin innan atgard

Rorelselagen ger nu, da vi inte har nagon forskjutning eller acceleration (flaktens ram och hélje antas
sta still):

VF®-F,t)=0 (72)

18
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Vi ser att den kraft som orsakas av maskinens excentricitet F(t) gar rakt ner i bjalklaget, Fy(t) = F(t),
dar index u star for utan vibrationsisolering. Om vi ansétter harmoniska storningar,

F(t)= Re{lz(a)) . e“‘"} och som innan bortser fran realdelsoperatorn och den harmoniska termen, som

ar gemensam for alla termer, sa kan vi skriva ﬁ(w) = I% (w) . Vi tanker oss nu att vi satter maskinen

pa gummiklossar eller stalfjadrar. Vi tanker oss vidare att dimpning kan inga i fjadrarna. Om vi
anvander fyra fjadrar blir den sammanlagda fjaderstyvheten K = ZK;. Detsamma galler for
dampningen.

Frilidgg

Figur 14 Frilaggning av maskin efter atgard

Rorelselagen maste som vanligt rada:
() FO)-Fc®-Fa()=Ma() (73)

Detta dr samma ekvation som vi har behandlat tidigare. Vi &r intresserade av partikularlésningen, och
I6sningen gavs i ekvation 41. Forskjutningen, beskrivet i frekvensplanet, blev:

— Ml (@) + Ricoli () + Kl (@) = F,y, (o) (74)
=
G(a)) — l:driv (75)

(K-M-0*)+R-iw
Men nu ar vi primart intresserade av kraften som gar ner i bjéalklaget nar vi har lagt till fjadern och
damparen, och vi vet att kraften mot underlaget kan beskrivas som summan av kraften fran fjadern och

kraften fran damparen, F.(t) = Fx(t) + Fg(t), dar index m star for med vibrationsisolering. |
frekvensplanet blir detta:

F_ (0) = F (@) + Fy(0) = K (0) + R - iadi (@) (76)

=
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F(w) F, (o) K+R-io

Edriv(a)) (o) B (K-M -602)+R-ia)

(77)

Vi har tydligen fatt ett uttryck som ger oss kvoten mellan kraften mot underlaget med
vibrationsisolering mot kraften mot underlaget utan vibrationsisolering. Det viktiga i denna typ av
vibrationsisoleringsproblem &r att amplituden av vibrationen minskar med atgarden. Absolutbeloppet
av kvoten ovan brukar benamnas insattningsdampning eller insertion loss, medan transmissionstal T
eller transmissibility anvands om det handlar om kvot mellan drivning och underlag,

Firiv(@) (78)

Fo (@)

Att berékna transmissionstalet och insattningsddmpningen lamnas som 6vning. Om transmissionstalet
ar 1 sa har ingen forandring skett, och om T < 1 sa har en forbattring skett, det vill séga en minskning
av kraftens amplitud har skett, medan om T > 1 s& kdnner underlaget en storre amplitud an den
ursprungliga, alltsa en forsamring. Nedan visas hur transmissionstalet kan se ut. Vi har har satt
forlustfaktorn 77 = R/ay M, dar resonansfrekvensen som vanligt ar ap = (K/M)*. Frekvensen &r sedan
normerad mot resonansfrekvensen sa att resonans alltid sker vid a/ay, = 1.

10
T iy
F/d\\Y
FARRY
L
1 e
\\‘{ ~
S n=4
AN T =2
‘q:
N T
0,1 & n=1
J n=0,5
I
NI =025
0,01 1 n=0125
0,1 1 way 10

Figur 15 Transmissionstal, normerad frekens och olika varden pa forlustfaktorn, n

Vi kan nu se att T > 1 vid @/ay ~ 1, och vi far tydligen ingen forbattring med hjalp av
vibrationsisoleringen runt resonansfrekvensen eller vid lagre frekvenser, ol ay < 1. Daremot far man
alltid en forbattring 6ver resonansfrekvensen. Vidare ser man att dimparen mest ”smetar ut”
beteendet, sa att effekten vid resonans inte blir sa stor.

Om vi atergar till vart ursprungliga problem med fabrikdren sa l6ser vi det genom att ta reda pa den
dominerande frekvensen i den drivande kraften F(t), vi kan beteckna den med @nasin, Vilken troligen
ar den samma som rotationsfrekvensen, samt maskinens vikt M. Sedan dimensionerar vi
fjaderstyvheten K s att resonansfrekvensen for systemet ap = (K/M)” << @hmasin. Det géller alltsé att
ha s& veka fjadrar som mojligt, vilket kan vara svart i praktiken.

® T star har for transmissionstal och inte for periodtid.
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Viktiga formler
Enfrihetsgradssytemet med en massa, fjader och en dampare leder till rdrelseekvationen

MLi(t) + Ru(t) + Ku(t) = F(t)

Som har en total 16sning som bestar av en homogen och en partiklar del, u(t) = un(t) + u,(t). Den
homogena l6sningen ar

—E% i i —Q’Uo .
u,(t)=e 2 t(A&e"”dt + Aze"“’dt):e 2 (B, sin(e,t) + B, cos(w,t))

dar den oddampade resonansfrekvensen, dampkonstanten och ddmpade resonansfrekvensen forts in

K R nY
Wy = | — =——=2 Wy = 0y, |1-| =
o M n MK g d o (2)

och partikularlésningen for en drivande kraft F (t) = F,,, cos(at) = Re{Fdrivei“‘} ar

riv

D. = Rw
1 " Pdriv
K -Me?) +(Ro)
u, (t) = D;sin(awt) + D, cos(at) ( o' +(Ro)
p K-Mw
DZ - ) I:driv

(K =Mo?f + (Ro)
Partikularlésningen uttryckt pa komplex form blir

u(t) = Re{ﬁ(a))ei“’t}= (K-M F;)rzw) +R- iwei‘“

. . M
Tyngdkraften (om narvarande) skapar en statisk sattning med strackan ug = ?g

Dynamisk vekhet definieras som kvoten mellan komplex forskjutning och komplex kraft

U(w)

F(w)

Cdyn (CO) =

Cayn kan, som andra 6verféringsfunktioner, askadliggéras med ett Bodediagram dar man plottar
amplitud och fas

1 Im{C,, ()} z

A=C,, (@) = a = arctan r =arctan(oo)= =

‘M(M Row, [mkmwﬁ ()2
. ) . . F,(@)
Transmissionstalet T ar kvoten mellan drivande kraft och kraft som gar ner i underlaget, T = T:T
(o
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Uppgifter

1. Tva partiklar ror sig med harmoniska rorelser. o = 10n

u, (t) = Acos(at)
u, (t) = Acos(at — @)

T
dar o =—
=%

a) Vad ar frekvensen for de bada rorelserna?
b) Vad é&r periodtiden?

c) Den senare partikeln ligger aningen efter den forsta i tid, en fasskillnad. Uttryck denna i en
tidsskillnad.

d) Vid vilka tidpunkter har partiklarna sina maximala absoluta hastigheter och accelerationer?
e) Berakna amplituden for partiklarnas acceleration om A = 1cm.

f) Om vi adderar signalerna, vid vilken fasskillnad ¢ mellan de bada kommer vi att fa utslackning?
Vid vilken fasskillnad kommer de att forstarka varandra maximalt?

2. Skriv om féljande komplexa tal p& formen Ae'* och bestdm A och «.
a) 3+4i

b) (3+4i)/(4+3i)

c) 1+i

d) i

3. En flaska kan ses som ett massa-fjader-system, en Helmholtz-resonator dar den lilla volymen i
halsen verkar som en massa och den stora verkar som en fjader enligt Figur 16.

l u
— -— M £
T

\

Figur 16 En vanlig 33 cl 6lflaska modellerad som ett SDOF-system.
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Massan M &r massan for luften i flaskhalsen och styvheten K kan uttryckas som

812 Ry
Vv,

K =

dar S, &r tvarsnittsarean for flaskhalsen och V, volymen for flaskans kropp. En vanlig 6lflaska har
féljande ungefarliga dimensioner: Botten har radien r, = 26 mm och hojd H, = 140 mm. Flaskhalsen
har en h6jd pa H, = 70 mm och en radie pa r, = 10 mm. Rékna med att densiteten for luft ar p = 1.293
kg/m?® och dessutom behdvs y = 1.4 for tvlatomiga gaser och atmosfarstrycket ar P, = 1.013 -10° Pa.

a) Bestam resonansfrekvensen for flaskan, d v s tonen man hor nar man blaser pa flaskhalsens kant.

b) Bestam resonansfrekvensen om det star 2 cm 6l i botten av flaskan.

4. Hur langt fran vaggen ska man placera en 2cm tjock perforerad trapanel med S/S, = 0.01 om man
ska dampa ljud vid 100 Hz. (dvs, nar halighet + bakomliggande luftmassa fungerar som en Helmholz-
resonator)

5. Betrakta foljande svangande system bestaende av en massa med en fjader och en dampare som
utsétts for en kraft F(t). Féljande data galler for storheterna: M = 1 kg, K = 1-10* N/m, R = 1 Ns/m.

F
h
M
c Z1, -
= —
= |

Figur 17 Ett enkelt dynamiskt system
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a) Stall upp differentialekvationen for rorelsen (forskjutningen = u(t)).

b) Hur inverkar gravitationen pa rorelsen?

c) Berakna systemets odampade och dampade egenfrekvens e, , respektive @, .

d) Bestam den komplexa férskjutningen U (w) om F(t) =1-cos(at) = Re{l- ei“‘}.

e) Bestam overforingsfunktionen édyn(a)).

f) Bestdm systemets mekaniska impedans Z(w).

g) Bestam systemets svar, l6sningen u(t), for F(t) = 0 och begynnelsevardena u(0) = 0 och u(0) =1.

h) Bestam systemets svar for F(t) = 0 och begynnelsevérdena u(0) = 1 och u(0) =0.

i) Hur skulle man rent praktiskt kunna astadkomma begynnelsevillkoren i g) och h)?

j) Hur kommer svangningsrorelsen att andras om man satter R = 0, alltsa tar bort dampningen?

Svar
1.a)f=5Hz
b)T=02s

C) trs = 16.7 Ms

d) Vimax VIdt=0.05 + 0.1n,darn=...-2,-1,0, 1, 2,...
Aimax VIdt=0.1n,darn=...-2,-1,0, 1, 2,...
Vomax VId t=0.0667 + 0.1n,darn=...-2,-1,0, 1, 2,...
amax Vid 1 =0.0167 + 0.1n,dé&rn=...-2,-1,0, 1, 2,...

€) @umax = Aomax = 9.87 m/s?

d) Utslackning vid ¢ = ©t + 2nm, forstarkning vid ¢ = 2nn

2.a)z=5e"%

b) 7=1.e i-0.284

c) \/E g 4

d) 1.e2
3.a) fp =205 Hz

b) fo = 221 Hz
4. 1=15cm.
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5.a) M(t) + Ru(t) + Ku(t) = F(t)
b) Den forskjuter bara jamviktspunkten nedat med strackan us = F/K.

C) an =100 rad/s, g ~ 100 rad/s

~ _ I:driv =0 = !
d)u(a))_(K—M~a)2)+R-ia) u(w) (1-10* -0 +iw
1 1
e) Cdyn(a)):

(K-M-0?)+R-i0  (1-10°—a?) +iw

f) Z(w):(K—M a) )+R-Ia):(]_.10 —60 )+Ia)
lw i

—Gmwt

g) u(t) = sin(wt), t>0

@y

4

h) u(t) =e ' [—
J1-¢72

i) Begynnelsehastigheten i g) kan ges genom att tillfora en impuls till massan, t ex genom ett
hammarslag. Begynnelseforskjutningen i h) kan ges genom att lyfta upp massan strackan u =1 m och
sedan slappa den fran vila.

sina,t + cos a,t |, t>0

j) Vid oddmpad svangning kommer massan att svanga utan att férlora energi, d v s for alltid.
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